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Zusammenfassung

Thema dieser Arbeit ist die Stabilitdtsanalyse von numerischen Ver-
fahren erster Ordnung fiir das gekoppelte Fluid-Struktur-Wechsel-
wirkungs-System.

Zu Anfang der Arbeit wird ein Uberblick iiber benétigte Grundlagen,
insbesondere die Arbitrary Lagrangian-Eulerian-Methode gegeben.
Im Anschluss werden aufeinander aufbauend Stabilitdtsanalysen von
einer stetigen und von diskretisierten Formen eines physikalischen Er-
haltungsgesetzes, welches auf einem sich bewegenden Gebiet definiert
ist, durchgefiihrt.

Als Textvorlage dient hierbei das erste Kapitel des Werkes ,, Numerical
approximation of fluid-structure interaction problems with application
to Haemodynamics® [1] von Fabio Nobile.



INHALTSVERZEICHNIS ii

Inhaltsverzeichnis
1 Einleitung 1
2 Grundlagen 2
2.1 (Un)Gleichungen . . . . ... ... ... ... ... .... 2
2.2 ALE-Methode . . . . . . ... ... ... ... ... ..., 3
3 Ein Lineares Advektions-Diffusions-Problem 5
3.1 Stabilitatsanalyse der Differentialgleichung in ALE-Form . .. 5
4 Approximation der erhaltenden Formulierung 9
4.1 Finite-Elemente-Methode . . . . . . . .. .. .. ... .. ... 9
4.2 Finite-Elemente-Approximation . . . . . ... ... ... ... 10
4.3 Geometric Conservation Laws . . . . . .. ... ... ..... 11
4.4 Ein Stabilitatsergebnis fiir das implizite Euler-Verfahren an-
gewandt auf die erhaltende Formulierung . . . . . . . .. . .. 12
5 Approximation der nicht erhaltenden Formulierung 14
5.1 Stabilitdtsanalyse des semi-diskreten Schemas . . . . . .. .. 15
5.2 Stabilitatsanalyse fiir das implizite Euler-Verfahren . . . . . . 16
6 Résumé 20

Literaturverzeichnis 21



1 EINLEITUNG 1

1 Einleitung

In dieser Arbeit werden aufeinander aufbauend Stabilitdtsanalysen von physi-
kalischen Erhaltungsgesetzen, welche auf sich bewegenden Gebieten definiert
sind, durchgefithrt. Es wird damit begonnen ein allgemeines Erhaltungsge-
setz dieser Art in Arbitrary Lagrangian- Eulerian(ALE)-Form zu bringen. Da-
raufthin wird von einer speziellen Version dieses Erhaltungsgesetzes die erste
Stabilitatsanalyse durchgefiihrt, deren Methoden und Ergebnisse den darauf
folgenden Stabilitatsanalysen dienlich sind. Die darauf folgenden Analysen
werden von zwei verschiedenen Integralformen des speziellen Gesetzes durch-
gefiihrt, der nicht erhaltenden und der erhaltenden Formulierung, jeweils mit
der Galerkin-Finite-Element-Method (GFEM) im Raum diskretisiert. Zum
Schluss werden Stabilitatsanalysen der mit dem impliziten Euler-Verfahren
approximierten Zeitintegrale der beiden Formulierungen durchgefiihrt.
Stabilitat wird hierbei immer durch Beschrinktheit der geeigneten Normen
gezeigt. Bei den dazu benétigten Abschatzungen verwenden wir einige (Un)-
Gleichungen, die in Kapitel 2.1 aufgelistet werden. Fiir weitere Informationen
beziiglich dieser (Un)Gleichungen siehe z.B. [2] und [3].

Im Zusammenhang der Stabilitdtsanalysen wird auch kurz auf die Geometric
Conservation Laws (GCL) der analysierten Erhaltungsgesetze eingegangen.
Die mathematische Herleitung der ALE-Methode ist nicht Bestandteil dieser
Arbeit. In Kapitel 2.2 findet jedoch eine Einfiihrung der wichtigsten For-
meln und Begriffe statt. Weitere Informationen beziiglich der ALE-Methode
sind z.B. in [1, Kapitel 1, Abschnitt 0-3] ,Numerical approximation of fluid-
structure interaction problems with application to Haemodynamics® von
Fabio Nobile zu finden.
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2 Grundlagen

2.1 (Un)Gleichungen

Vgl. [2, S. 5]: Mit R bezeichnen wir die Menge der reellen Zahlen und schrei-
ben R = {x = (z1,...,2q4): 7, €R, i=1,...,d}

Mit © bezeichnen wir ein beschranktes Gebiet im R?, dessen Rand 0€) ist.
Seien u, v skalare Funktionen und w = (wy, ..., wy) eine vektorwertige Funk-
tion von x € R? Wir definieren den Gradienten, die Divergenz und den
Laplace-Operator durch

d
0 0 Ow;
vv:(@;)l?'--’a;d)’ Vw:ZlaZ’Z
1=

Greensche Formel [2, vgl. S. 6]

Seien w,v,u € H'(Q). Dann gilt

/ w - Voudx = w-nvds—/ V - wudx, (1)
Q Ge) Q
wobei n = (nq,...,ny) die &ufere Einheitsnormale an 02 ist.
Wenden wir Sie mit w = Vu an, wird die Formel zu
/ Vu - Vudx = / n - Vuvds — / Auvdx. (2)
Q o0 0

Holder-Ungleichung vel.[3]
Fir 1<pg<oo, ;+.=1 [feLlr(Q,ucli(Q) gt

[full o) < 1@ llullz,@- (3)
Poincaré-Ungleichung [2, vgl. s. 251
Es existiert eine Konstante C' = C(2) mit

o[l < ClIVoll Vo € Hy(Q). (4)
Gronwall-Lemma |2, vgl. s. 114]

Seien a, b nichtnegative Konstanten, ¢ eine nichtnegative, stetige Funktion.
Dann gilt fir ¢t > 0:

o) Sa+h [ plshds = (1) < ac (5)
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2.2 ALE-Methode

Die ALE-Methode basiert auf der Einfithrung einer homéomorphen ALE-
Abbildung A; von einem Referenzgebiet €y auf das aktuelle, sich bewegende
Gebiet €);:

A Qo CRY — Q, cRY, x(Y, 1) = A(Y), YY €Qq, tEty,T] =1,

(6)
Hierbei bezeichnet Y die ALFE-Koordinate und x die Eulersche Koordinate.

Fihren wir nun die Gebietsgeschwindigkeit w = % ein, konnen wir ein
allgemeines Erhaltungsgesetz der folgenden Art
Ju
— Vi -F(u) = f, 7
5i| Ve F() = (7

definiert auf einem sich bewegenden Gebiet (2;, mit Hilfe der Bezugsformel
der partiellen Zeitableitungen von v im Referenz-, sowie im aktuellen Gebiet

ou ou
3, ot TV (®)
in ALE-Form schreiben:
0
2 + Vi -Fu) —w-Vyu=f, in Q. 9)
ot |y

Bis hierhin vgl. [1, S. 1, 2, 12].

Mit ALE-Form bezeichnen wir Gleichungen, in denen Terme mit Zeitablei-
tungen auf dem Referenzgebiet, sowie Terme mit rdumlichen Ableitungen auf
dem aktuellen Gebiet vorkommen.

Als Vorarbeit fir Kapitel 3 wird Gleichung (9) erweitert und mit Hilfe der
Produktregel der Divergenz folgendermaflen umgeformt:

u + Vi -F(u) —w-Vyu=
ot |y
ou
—| +Vx -Flu)—w:-Vyu—uVy w+uVy w=
Ot |y
ou
—| + Vi Fu)—Vy:(wu)+uVy -w=
ot |y _
ou
—| 4+ Vi [F(u) = (wu)] + uVyx-w=F. (10)
ot |y
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Wir zerlegen den Stromvektor F(u) in
F(u) =F.(u) + Fy(u), (11)
wobei F.(u) der konvektive und F,(u) der diffusive Part ist. [1, vgl. S. 15]

Wir benutzen den Hilbertraum H'(2), der dem Sobolevraum W?(2) ent-
spricht und fir den gilt:

ou

HY Q) =W"(Q) = {u € L*(Q)| B

€ L*(Q), Vie{l,....d}} (12)

und definieren H}(Q) als den Unterraum von H'(Q) mit Spur Null auf 99.
Weiterhin benotigen wir eine Gewichtsfunktion ¢ aus dem Raum der Ge-
wichtsfunktionen in der aktuellen Konfiguration

X(Q)={: UuxI =R, vod =1, eX(Qh (13)

wobei X () = {¢: Qy — R} der Raum der Gewichtsfunktionen auf dem
Referenzgebiet ist und X () € H' (). [1, vgl. S. 15, 17, 18]

Fir Kapitel 4 und 5 benodtigen wir folgende Ausdriicke fiir das raumliche
Integral der Zeitableitung von u:

Eine nicht erhaltende schwache Formulierung des Erhaltungsgesetzes in ALE-
Form (9):

b

v+ /Q (V- Fo(u) = W) — /Q By (u) - Vit

:/Qt fibdx, Yo € X(), (14)

sowie eine erhaltende schwache Formulierung des Erhaltungsgesetzes in ALE-
Form (10):

C;lt/gt Yudx — /Qt F,(u) - Vyxtdx + /Qt U(Vy - (Fe(u) — wu))dx
= /Qt fodx, Vi e X(Q). (15)

[1, vgl. S. 15, 16]
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3 Ein Lineares Advektions-Diffusions-Problem

Um die Eigenschaften der diskreten Modelle, die wir in Kapitel 4 und 5
bearbeiten, zu analysieren, betrachten wir einen Spezialfall des allgemeinen
Erhaltungsgesetzes (7), in dem F.(u) = fu und F,(u) = —uVxu gelten:

ou
el CF(u) =
atx+vx (u)
ou
Ex—i—vx'(BU—vaU)—
ou .
i + Vi (Bu) —pAyu=f firxeQy, tel, (16)

U = Up ﬁiI‘XGQQ, t:to,
u=up firxe o)y, tel,

wobei 3 die Konvektionsgeschwindigkeit ist, fiir die wir annehmen V-3 = 0,
d.h. 8 ist inkompressibel, p ist eine Konstante fiir die Diffusion und up
eine Dirichlet- Randbedingung. Wir erachten nur den Fall von homogenen
Dirichlet-Randbedingungen was bedeutet, dass der Wert der Randbedingung
Null ist. In der Differentialgleichung (16) ist u die gesuchte Funktion einer
Fluid-Konzentration in dem sich bewegenden Gebiet €2;. [1, vgl. S. 25]

3.1 Stabilitatsanalyse der Differentialgleichung in ALE-
Form

Wir schreiben nun diese Differentialgleichung des speziellen Erhaltungsgesetzes
(16) in ALE-Form und untersuchen Sie auf Stabilitdt, um die Ergebnisse spa-
ter auf diskretisierte Varianten zu tibertragen.

Wir nehmen formal an, dass die Losung u regular genug ist. Der Vollstan-
digkeit halber gehen wir (nur in diesem Abschnitt) von einem generellen
konvektiven Feld 8 mit ||Vx - B L..(ixr) =7 < 00 aus. [1, vgl. S. 26]

Indem wir F.(u) = pu und F,(u) = —pVxu in unser umgeformtes Erhal-
tungsgesetz in ALE-Form (10) einsetzen, erhalten wir folgende ALE-Form
von (16):

0
a—? + Vi [(B—=wu] — pAxu+uVy-w=f flrxeQ, tel (17)
Y
U = Up fﬁI‘XGQo, t:to

u=0 firxe oy, tel
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Wir multiplizieren Gleichung (17) mit v und integrieren iiber €2; und erhalten

/ Ou udx—i—/ Vi - [(8 — w)u]udx —,u/ Ajuudx + | u’V, - wdx
o Ot |y o} o8 o8
Y 2 3 4
= [ fudx, (18)
Qq

wobei wir die Terme 1-3 im Folgenden getrennt umformen.
Mit dem Reynolds’schen Transportsatz erhalten wir aus Term 1

p 1 ou?
udx = = —
2 Ja, Ot

1d 1
= §@Hu“%2(9t)_§/g u?Vy - Wdx. (19)

dx

Y

Auf Term 3 wenden wir die Greensche Formel (2) an und erhalten

—p | Ayguudx =p | Vyu-Viudx —p n - Viuudx
Q¢ Q¢ 0y

= il Vsl O, (20)

da das Integral iber den Rand dank der homogenen Randbedingungen null
ist.

Bei Term 2 helfen uns ebenfalls die homogenen Randbedingungen, die Um-
formung zu vereinfachen und wir wenden hier die Greensche Formel (1) an:

Vx - [(B — w)ujudx = o Vi (B —w)u?dx + /Qt (8 —w) - Viuudx

Q4

= [ Vi-(B—w)uldx + ; (B —w) - Vyuldx

Qq Qe
Greensche Formel (1) _ A V- (B — w)udx — ; N Vy - (8 — w)udx
1
5 8Qt(6 — w)ulndx
:; Qth.(B—W)ude +0
_ ;/Qt WAV, - de_; /Qt VY, - wdx. (21)

Wir setzen nun die Gleichungen (19), (20) und (21) in Gleichung (18) ein,
wobei sich die unterstrichenen Terme von (19) und (21) mit Term 4 aufheben.
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Vgl. [1, S. 26, 27]: Dank unseren Umformungen von Term 1 und 2 haben sich
also alle von der Gebietsgeschwindigkeit w abhéngende Terme weggekiirzt
und wir erhalten

1d

1
2 2 _ 2
5 g 14l T 1l Vxullz @) = /Q fudx — §/ WV, - Bdx. (22)

t

Gleichung (22) mit 2 multipliziert und iiber Zeit von ¢, bis ¢ integriert be-
kommen wir

t t
) ey + 200 | IVl apds = ulto) 2,0, +2 | [ fudxds
0 0 s

5
_/t;/Su?Vx.ﬁdxds, (23)

6

wovon wir nun Term 5 und 6 getrennt abschétzen.

Zunéchst definieren wir uns ein 2 = %, wobei Cq, := v/C' aus der Poincaré-
Ungleichung (4), und schétzen 5 folgendermaflen ab:

¢ ¢
2/ / fudxds < 2 / / fudxds
to JQs to Qs

t t
<2 [ [ I fuldxds =2 [ || fuls,o.ds
to J Qs to

.. B t t 1
sder-Ungeichns @) < 3 [ £ e [l s ds = 2 [ ellflaie < Il ragoyds
0 0

(VabeR®ab<ga+50?) ~ t’i 2 1 2 d
< 7 1 £l 70000 + 5 s Iullz, o, ds
to S

N . t C
poiart vty ) < [ 2 71 o+ STl 0, ds
to 1S

2=52 CQ ¢ !
S Ty e (24)
0 0
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Nun schéatzen wir noch Term 6 ab:

t t
—/ / u?Vy - Bdxds < / / u?Vy - fdxds
to s tO s
t t
< / / ‘ugvx . 6’ dxds = / HuQVx - Bl i) ds
to J Qs to

. y t
Hélder-Ungleichung (3) S lo ||VX : ﬁHLOO(QS)

WP 1y (0 ds

t
SHVx'BHLm(Qtu)// u?dxds
to J Qs
t
(19 sccioon=1) = 5 [ jullf q,ds. (25)
0

Wir setzen die Ungleichungen (24) und (25) in (23) ein, ziehen den in (24)
markierten Term auf beiden Seiten ab und erhalten

t Co [t
||U(t)||%2(szt) + M/to ||qu||%2(gs)d3 < ||U(t0)||%2(9t0) + m /to ||f”iQ(Qs)d3

t
£ [l ds. (26)
0

Als letzten Schritt fiihren wir den Beweis des Gronwall-Lemmas (5), um den
letzten Term aus Ungleichung (26) zu eliminieren.

Da || Vyul|7, g,y = 0 und g > 0, st auch p [} [|Vyull7,q,ds > 0.

Damit kénnen wir aus Ungleichung (26) folgern, dass auch

t
(@) s < K +7 [ Tlullf 0,08 (27)
0
mit O
Q
K = It + =, [ 11ads

Wir formen Ungleichung (27) um zu

Hu(t)”%z(gt)
K+ Ji lull?,q.ds

— )

multiplizieren mit « und integrieren iiber Zeit von ¢, bis ¢:

t 7||U(3)||%2(Qs) ds < ~ t Lds
o K+ fi lullf,oqdr = e

berechnen die aufleren Integrale:

t
tn (K 7 [ 0l y,ds) = () < 7t
0
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und erhalten damit
t
K+ v/t Jull2, 0,y ds < Ke,
0

woraus wir mit Ungleichung (26) den folgenden Stabilitdtsausdruck erhalten:

t
@)Ly + 1 [ IVstlL,q,ds < Ke. (28)
t
0

Fir Vi - 8 = 0 vereinfacht sich das Ganze zu

t
(@) + 1 | Il 0,y < K. (29)
0

In diesem Fall wire die Anwendung des Gronwall-Lemmas tiberfliissig.

Vgl. [1, S. 27]: Es fallt auf, dass die Stabilitdtseigenschaften in unserem steti-
gen Modell komplett unabhangig von der Gebietsgeschwindigkeit sind. Wir
konnten diese im Laufe der Berechnungen eliminieren. Wir werden jedoch
sehen, dass dies im diskreten Problemfall nicht immer rekonstruierbar ist.

4 Finite-Elemente-Approximation der erhal-
tenden Formulierung

4.1 Finite-Elemente-Methode

Wir konstruieren nun mit der Galerkin-Finite-Element-Method (GFEM) eine
Raumdiskretisierung der Erhaltungsgesetze in erhaltender (15) und in nicht
erhaltender Form (14). Zunéchst definieren wir eine geeignete diskrete ALE-
Abbildung Ay, ;, welche die Gebiets-Triangulierung durch die GFEM wéhrend
der Bewegung des Gebiets erhalt. [1, vgl. S. 22]

Vgl. [1, S. 23]: Wir tibertragen unseren Raum der Gewichtsfunktionen (13)
in folgenden diskreten Testfunktionenraum:

X () = {n: Qe X T =R, b0 Apy =n, Un € Xu(Q)},  (30)

wobei Qj; = Ap1(£y) eine Approximation von €2, ist.

Die Knoten des Finite-Elemente-Gitters bezeichnen wir mit A und die inne-
ren Knoten, d.h. alle, die nicht auf dem Rand liegen, mit N;,; C N.

Mit {¢i, ;i € Xn(Qy), @ € N} fithren wir die Menge der Basisfunktionen
der Knoten ein, welche eine Basis von &}, (€2, ;) bildet. Wir definieren den dis-
kreten Funktionenraum Xo,(Qn¢) = Xn(Qns) N Hy(Qny), fiir den die Menge
{1, i € Nint} ebenfalls eine Basis bildet.
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Schliellich bezeichnen wir mit u, die numerische Losung, welche in A} (2, +)
liegt und die als Linearkombination von Basisfunktionen der Knoten und
zeitabhangigen Koeffizienten folgende Form hat:

un(x,1) = Y 5%, g (). (31)

JEN

Im Folgenden benutzen wir &p ,(€,) als den Testfunktionenraum und be-
zeichnen der Einfachheit halber die Approximation €2, wie gewohnt als €2;.

4.2 Finite-Elemente-Approximation

Wir setzen in Gleichung (15) die bereits verwendeten konvektiven und dif-
fusiven Terme F.(u) = pu und F,(u) = —puVxu ein und schreiben sie
mit Hilfe der eben eingefithrten GFEM als semi-diskrete Finite-Elemente-
Approximation

d
%/ Ypupdx + ,u/ Vo Vupdx +/ UV - [(B — wp)up)dx
Q4 Q4 Q¢
— [ fundx Vi € Xon(@), tel, (32)
mit
up, = upp fuirxe oy, tel,
up, = ugp fur x € Qy, t = to,

wobei upy, und ug, geeignete Finite-Elemente-Approximationen von up und
ug sind. [1, vgl. S. 37]

Wir setzen nun unsere Linearkombination (31) in Gleichung (32) ein und
erhalten

d
dt JEN uj / Qphw] b ]%J;f uj ,U/ wahvx% dx
+ > uy(t / UnVix - [(B — wi)i;]dx
JjEN
d
— dt JGN / Y dx +3§[uj (/Qt UnVx - (B)dx

i VoVt — [ - (wa) dx> . Findx. (33

Setzen wir nun die Testfunktionen 1/, gleich den Basisfunktionen der Knoten
; und schreiben fir jeden Knoten i € N beide Seiten der Gleichung (33)
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jeweils untereinander in einen Vektor, so erhalten wir folgende algebraische
Darstellung:

(M(t)U) + (H(t) — A(t,w,,))U =F, (34)
u; = up fir i € N'\ Nons,

dt

wobei U = {u;};en der Vektor der Knotenwerte der diskreten Losung ist,

-{/ t wiwjdx}i’j%t

die Massenmatrix und H und A definiert sind als

O ={ [ 0:x Bt [ T Tjix)

Zuje-/\/int

und

A(t,wy) = {/ 1V Vx thj)dx}

'Laje/\/int

Wir haben mit (34) nun ein System von gewohnlichen Differentialgleichun-
gen, welches wir folgendermaflen in Zeit integrieren:

My, Uni1 — My, U, + INT P [HU] — INT o [AU] =F,  (35)

wobei ZN T, und ZN'T, Quadraturverfahren sind, welche die Terme HU
und AU in der Zeit integrieren (Zntegrate Numerically in Time):

tn
INT " HU]~ [ HUd,

tn

tht1 tnt1
INT AU~ [ AU,

tn

wobei das unbekannte U in diesen zwei Termen in impliziten Quadraturver-
fahren als U,,; und in expliziten als U,, definiert wird.
Von (34) bis hier vgl. [1, S. 37, 38|

4.3 Geometric Conservation Laws
Vgl. [1, S. 38, 39]: Da wir mit der GFEM approximieren, gilt fur die Basis-

funktionen der Knoten folgende Zerlegung der Eins:

S ix) =1, Vxe€Q, (36)
JEN
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und damit fir Vyip; € L*(€2;) auch

> Vith; =0 in Q. (37)
JEN

Wir betrachten eine konstante Funktion wp(x,t) mit u;(t) = 1, welche als
Linearkombination (31) dargestellt nun also gerade Gleichung (36) entspricht.

Setzen wir die konstante Funktion in die beiden Terme von TN T ;"' [HU]
ein, erhalten wir dank Gleichung (37) fiir jedes Intervall (¢,,t,.1) C I

) / WiV - (B;)dxdt = 0, Vi € N, (38)
JEN

3 / Vot Vthydxdt = 0, Vi € N (39)
JEN

Fir F = 0 stellen wir das numerische Schema (35), aus dem dank Gleichungen
(38) und (39) der Term ZN'T,"*'[HU] herausfillt, um und erhalten mit
Gleichung (36)

/Qt Yi(x, tn+1)dx—/gtn Yi(x, t,)dx = INT oy tn+1 {/Qt V;Vy - thx} Vi € Ny,

n+1

) (40)
Gleichung (40) driickt die Geometric Conservation Laws fir unsere Finite-
Elemente-Approximation aus. Das heifit, dass das Zeitintegrationsschema
INT5 so gewihlt werden muss, dass die Identitét

/ dpdx — /Q ndx = INT,m [ /Q EAN thx} Vibn € Xon()

tn41
(41)
in jedem Zeitintervall erhalten bleibt.

4.4 Ein Stabilitatsergebnis fiir das implizite Euler-Ver-
fahren angewandt auf die erhaltende Formulierung

Wir bezeichnen mit uj} eine Approximation von u(t"), wobei uj auf dem
Gebiet n definiert ist. Es kann auf jede andere Konfiguration €, s # ¢"
transformiert werden durch die Abbildung Ay, = Aps 0 A,;%n. Zur Ver-
einfachung schreiben wir wann immer wir u} auf einem Gebiet (25,5 # t"
integrieren

/Qude anstatt /QuZOAtn@dx.

Wir gehen von einer stiickweise in der Zeit konstanten Gebietsgeschwindigkeit
aus und wenden nun das implizite Fuler-Verfahren zur Zeit-Diskretisierung
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eines zweidimensionalen Problems auf Gleichung (32) an, die Finite-Elemente-
Approximation der erhaltenden Formulierung. Dabei verwenden wir aus spé-
ter ersichtlichen Griinden eine Mittelpunkt-Zeitintegrationsregel fiir den von
der Gebietsgeschwindigkeit abhdngenden Term und erhalten

/ up iy dx —/ uppdx + At,u/ VPV dx
Qtn+1 Qt

t”+1

w0 [ Vel waupdx = At [ P dx Vi € ()
Qynt1/2 Qynt1 )
mit
up, =0 auf 0, i=1,2,...,
u) = ug, in Q.
Wir setzen ¢y, = ujt' [1, vel. S. 41]

und benutzen folgende Umformungen:

1
[ e < b + 50

+n

da fiir alle a,b € R? : ab < %aQ + %bQ.
1
At / WV (8 — wi)ul dx = — = At / V. - walul L 2dx
tn+1/2 2 tn+1/2

ist analog zu Gleichung (21) aus Kapitel 3.1 nur, dass hier eine inkompres-
sible Konvektionsgeschwindigkeit angenommen wird, weswegen der von [
abhidngende Term wegféllt.

H n
+ At§“vxuh+1”%g(ﬂ

tn+1) tn+1)

n n CQ n
At [t < AR
41 %

ist analog zu Abschéitzung (24).
Eingesetzt in Gleichung (42) erhalten wir die Ungleichung

n n 1 n
[uh +1||L2(Qtn+1) + Atﬂnvxuh—’—lHLg(Qth) - §At/ Vix - Wh|uh+1|2dX
n+1/2

< Atﬂ”f +1H2L2(Qtn+1)+At§Hvxuh—H”Lg(Qtn+1)+§"uhH%Q(Qtn)—i_i”uh—i_lHQLQ(Qtn)‘

(43)
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Vgl. [1, S. 42]: Da das erhaltende Schema wie wir zuvor gezeigt haben die GCL

erfiillt, konnen wir die GCL-Gleichung (41) benutzen in der wir v, = |u}|?
setzen:
1 vy~ 18 Wy = [ [ P waluic™ P
= At Vi - Wy lup™?dx, (44)

Qtn+1/2

wobei der von der Gebietsgeschwindigkeit abhédngende Term in Ungleichung
(43) dank der Anwendung der Mittelpunkt-Zeitintegrationsregel genau dem
Term auf der rechten Seite von Gleichung (44) entspricht.

Multiplizieren wir nun Ungleichung (43) mit zwei und setzen Gleichung (44)
ein erhalten wir den folgenden Stabilitatsausdruck:

Cq
||Uh+1||/;2(9thrl +AL ||V UZHHLz(Qth < ||Uh||L2 (@) TAL— ||fn+1||L2 Qi)

(45)
Schlussendlich summieren wir iiber alle Zeitschritte und erhalten

“uh+1||L2 Qnt1) +AWZHV><UZHHL2 (Qit1)
1=0

< lluhllZ,@,0) +At72||fz+1“L2 (9,01), (46)

ein dank der Anwendung der GCL-Formel von der Gebietsgeschwindigkeit
unabhéngiges Stabilitdtsergebnis.

5 Finite-Elemente-Approximation der nicht
erhaltenden Formulierung

Analog zu Kapitel 4.2 gehen wir hier mit der nicht erhaltenden Formulierung
(14) vor und bekommen

b,

Yndx + /Q (8 = i) - Vit £ p /Q Vit Vit
- /Q Findx Yy € Xon(Q) (47)
mit

up, =up firxedy, tel,
Up, = Ugh ﬁirxGQo, t =to,
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wobei wir dank der Annahme der Inkompressibilitdt von S den Term Vy
(Buy) durch 5Vyuy, ersetzen konnten, denn

vx ' (5“41) = vx : Buh + 6vxuh =0+ 5vxuh-

Gleichung (47) lasst sich analog zu Gleichung (32) in folgende algebraische
Form umschreiben:

M(t)‘ngH( U — B(t,w,)U =F (48)

B(t,wy) {/ i (wy, - w]dx} ) (49)

ZvjENint
Fiir eine konstante Funktion wy(x,t) (u;(t) = 1) erhalten wir hier dank Glei-
chung (37) zusétzlich zu Gleichungen (38) und (39) und unabhéngig von der
numerischen Zeitintegration

/ bi(w - V)wydx = 0 Vi € Nip. (50)
JEN

Damit erfiillt dieses Schema automatisch die Geometric Conservation Laws,
da es eine konstante Losung liefern kann. [1, vgl. S. 42, 43]

5.1 Stabilitatsanalyse des semi-diskreten Schemas

Aufer fiir feste Gebiete konnen wir fiir die Stabilitdtsanalyse nicht ¢, = uy,
setzen, da die beiden Funktionen in der Regel eine unterschiedliche Zeitent-
wicklung haben. Jedoch kénnen wir wieder u; als Linearkombination der
Testfunktionen mit zeitabhingigen Koeffizienten ausdriicken. [1, S. 37]

Vgl. [1, S. 43]: Wir setzen also ¢, = v;, multiplizieren die Gleichung mit u;(t),
summieren iiber j und wenden Gleichung (31) an, so dass wir Gleichung (47)
umgeformt haben zu

b,

Den ersten Term formen wir analog zu Gleichung (19) aus Kapitel 3.1 um,
aus dem zweiten Term erhalten wir

1
/Qt(ﬁ — W) - Vxupundx = 5 /Qt(ﬁ — W) - Vi |un|dx

1 1
Greensche Formel (1) _ — . 2 dx — 7/ V. - . 2d
3 oo, (B~ Walunlndx = o | Vs (B —wa)|un|"dx

1
(Vo:6=0) _ ,/ Vi - W |un|2dx (52)
2 Joy

uhdx+/Q (B—vvh)~quthalx—|—u/Q \quh|2dx:/Q fupdx (51)
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Setzen wir die beiden Umformungen in Gleichung (51) ein, erhalten wir exakt
Gleichung (22) fiir die numerische Losung u, und mit Vi - 5 = 0:

S llunl oy + 1l Vi = [ Funcx (53)

und damit auch dieselbe von der Gebietsgeschwindigkeit unabhangige Stabi-
litdtsungleichung (29) fir wuy,

¢ Co [t
Jun (8|12, +M/t IVt |7,y ds < ||Uh(t0)||%2(nt0) + H/t 1117, (. ds
0 0
(54)

5.2 Stabilitatsanalyse fiir das implizite Euler-Verfahren

Wir analysieren nun die folgende implizite Euler-Diskretisierung in der Zeit
von Gleichung (47), der Finite-Elemente-Approximation der nicht erhalten-
den Formulierung:

/ ”“whdx—/ uhwhdx+At/ Vn(B —wy) - Veup ™!
Qunt1 Qn+1 Qn+1

bVl Y = At / Frrlyndx Y € Xop(S) (55)

Qtn+1

mit

up =0 auf 08y, 1=1,2,...,

U?L = Upp in Qo.
Wir setzen vy, = up ™' [1, vgl. S. 44]
und benutzen folgende Umformungen:

ntl g < = |t L2

upuy”dx HU HLQ Qnt1) §”UhHL2(Qtn+1)a
Qtn+1

da fiir alle a,b € R? : ab < %aQ + %bQ,

At / W8 — wy) - Vi ldx = At / Ve - wi|ul Y 2dx
tn+1

t"+1

ist analog zu Gleichung (52) und

mn n CQ n ILL n
At/ . f +1uh+1dx < At?M | f +1||%2(Qtn+1) +At§||quh+1H%2(Q
tn

tn+1)
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ist analog zu Abschétzung (24) aus Kapitel 3.1.
Eingesetzt in Gleichung (55) erhalten wir die Ungleichung

||Uh+1||L2 Qpni1) +Atﬁ0’|vxuhHHL2 Qi)

Co

il R

< —fAt/ Vi - Wy |up ™2 dx +At
tn+1

(56)

n n 1 n
+ At§HV HHLZ)(Q,n+1 H +1”L2(Qtn+1) + §Huh|‘%2(§2tn+1)'

Der letzte Term muss hierbei umgeformt werden, da er momentan in der
Konfiguration zum Zeitpunkt "1 ausgewertet wird.

Da das nicht erhaltende Schema wie wir zuvor gezeigt haben die GCL erfiillt,
konnen wir die GCL-Gleichung (41) benutzen in der wir ¢y, = |u}|* setzen:

tn+1

@y = R iy + [, [ V- wluhPdedr. (57)

Wir ziehen nun auf beiden Seiten der Ungleichung (56) ihre beiden vorletzten
Terme ab, setzen Gleichung (57) ein, multiplizieren das Ganze mit 2 und
erhalten

s Ly + ALl Vi L

(7

Qtn+1 )

/ Vi - Wi |ufPdxdt — At/ Vi - wp|up™? dx)

tn+1

Cq

+ [l ) + At— p 1 @y (58)

Es fallt auf, dass wir wegen dem Auftreten des Terms

(I

kein von der Gebietsgeschwindigkeit w;, unabhéngiges Stabilitatsergebnis er-
halten konnen.
Da fiir den rechten Teil des Klammerterms in der Konfiguration €2,n+1/2 gilt

tn+1

/ Vi - Wy |uf|Pdxdt — At/ Vi - Wh|u2+1|2dx> (59)

tn+1

tn+1
At/ Vi - Wylup ™ ?dx = / / Vy - Wy |up ™2 dxdt, (60)
n+1/2 i Q

konnen wir den Klammerterm approximieren als

J.

tn+1

/v Wi ([l — a2 dxdt, (61)
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was iiblicherweise aber ungleich null ist und somit nichts daran é&ndert, dass
wir kein von wj, unabhéngiges Stabilitatsergebnis erhalten kénnen.
Gleichung (56) bis hier vgl. [1, S. 44, 45].

Wir schétzen nun analog zu Ungleichung (25) den eben approximierten Term
ab:

tn+1

| V- walupt Paxdt < AV wu 0|0, 105 0
t

tn+1)

(62)

- /.
und

tn+1

/ /Vx-wh|u2|2dxdt§At sup || Ja,,
tn o ’

n||2
te(tn gnt1) Vx WhHLOO(Qt)”uhHLQ(Qtn)a

(63)
wobei Jy, , . die Determinante der Jakobimatrix der ALE-Abbildung von

(%, nach €, ., und damit die Transformation auf eben diesen Gebieten ist,
siehe [1, S. 13, 19, 40].

tn+1

Der Ubersicht halber definieren wir uns die Notationen

N = V- Wh(t) | Lo (@,000)
Yo = sup )HJAt

te(ti i+t

i Vi Wil Lo (,)-

Wir setzen nun die Abschitzungen der Approximation (61) in Ungleichung
(58) ein und erhalten

Loy ) + Al Vi ™ L @00

< At’yl+ll|uh+1|l%2(ﬂtn+1) + (14 Aty lupll?0m) + At7||f +1||%2(Qtn+1)'

(64)
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Uber n summiert erhalten wir daraus

n+1
HuhH”LQ Qpni1) +AWZ Hvxuh||L2

=1

< At’YILHHUZHH%Q(QmH) +ALY (11 + ’Yé)HUZH%Q(Q )
=1
n+1

Co ;
+ (14 A + A2 Y 1P,
=1
nal n+1

i i i Ca i
<SAtY (m+ 72)”%“%2(9”-) +(1+ AWE))HU%H%(QN) + At7 YIS ||%2(Qti)'
i=1 i=1

(65)

Als letzten Schritt wenden wir auf Ungleichung (65) das folgende diskrete
Gronwall Lemma an. [1, vgl. S. 45]

Lemma [1, S. 46] Gegeben 6, go, an, by, Cn, ¥n Folgen von nicht negativen Zah-
len fiir n > 0. Falls die folgende Ungleichheit gilt

(ln—f—(SZb] S 52’}/]‘@]' +5ZCj+go,
7=0 7=0 7=0

dann gilt fir alle n > 0

Y

an+0Y by <exp (520]%-) [52@4—90

7=0 7=0 7=0

1
1—~;6

wobei 0; = und ;06 < 1 fiir alle j.
Vgl. [1, S. 46]: Damit erhalten wir aus Ungleichung (65) den folgenden von
der Gebietsgeschwindigkeit abhangenden Stabilitatsausdruck:

n+1

lur ™ 1700 Qpni1) Aty Hvxuh||L2
=1

ntl i+
< |1+ ARl 0 + 2 > 1, ] exp (Atz

1 — At(yf +75)

)

(66)
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mit der Bedingung

1

At < - -
Y1 T V2

-1
ivti+1vx ’ WhHLoo(Qt)) )
(67)
was heifit, dass auch die maximal zulédssige Zeitschrittgroffie von der Ge-
schwindigkeit mit der sich das Gebiet deformiert abhéngt.

_ (nvx o+ s
te

(tz,t7‘+1

6 Résumé

Die Stabilitatsanalyse des impliziten Euler-Verfahrens angewandt auf die er-
haltende Formulierung zeigt, dass diese Variante deutlich einfacher zu ver-
wenden ist, da sie bedingungslos stabil ist. Es wird fiir die Stabilitat keine
Bedingung an das Zeitintervall At gestellt. Sinnvollerweise sollten die Zeit-
intervalle trotzdem nicht zu grofl gewahlt werden.

Die Abhéngigkeit des Stabilitdtsausdrucks des impliziten Euler-Verfahrens
angewandt auf die nicht erhaltende Formulierung von der Gebietsgeschwin-
digkeit wy, bereitet keine Probleme, da diese geeignet gewahlt werden kann.
Jedoch muss bei der Wahl die Bedingung berticksichtigt werden, dass das
maximal wahlbare At durch einen von der Gebietsgeschwindigkeit abhén-
genden Term begrenzt wird. Je hoher die Gebietsgeschwindigkeit ausfallt,
desto kleiner miissen die Zeitschritte sein.
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