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Bevolkerungszahlen

Jahr Bevolkerung Jahr Bevolkerung Jahr Bevolkerung Jahr Bevolkerung

1650 470.000.000 1900 | 1.550.000.000 1950 | 2.556.517.137 2010 | 6.825.750.456

1700 600.000.000 1910 | 1.750.000.000 1960 | 3.040.966.466 2020 | 7.563.094.182

1750 629.000.000 1920 | 1.860.000.000 1970 | 3.708.751.360 2030 | 8.206.457.382

1800 813.000.000 1930 | 2.070.000.000 1980 | 4.452.645.562 2040 | 8.759.140.657

1850 | 1.128.000.000 1940 | 2.300.000.000 1990 | 5.282.765.827 2050 | 9.224.375.956
2000 | 6.081.527.896

Quelle: Ortlieb et al. (2013): Mathematische Modellierung. S. 126.
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Entwicklung der Bevolkerungszahl

Bevolkerung (w(t)) zum Zeitpunkt t:

w(t+At) =w(t) +G(t+At) —S(t + At) = w(t) + Z(t + At)

Die Bevolkerung wachst innerhalb einer Zeitspanne At um die Differenz von Geburten und
Sterbeféillen (“Mengenbilanz®)



Wachstum der Bevolkerung

Durchschnittliche Geschwindigkeit des Wachstums als Differenzenquotient:

w(t+At)-w(t) _ G(t+At)-S(t+At) _ Z(t+At)
At - At At

Momentane Geschwindigkeit des Wachstums zum Zeitpunkt t:

w(t) = lim (Z(t' o At)) = z(t)

At—0 At
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Annahmel: Lineares Wachstum

Annahme: konstante Wachstumsgeschwindigkeit

= w(t) = z(t) = z, mit z konstant

Es gelte zudem w(ty) = wy.

t t

w(s)ds = wy + f zds = wy + z(t — ty)
to

=> w(t) = w(ty) + f

to

z lasst sich mit zwei Datenpunkten wy, w; eindeutig bestimmen:

- w(ty) —w(to)
ot — ¢t




Uberprifen mit der Realitat
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Quelle: Ortlieb et al (2013): Mathematische Modellierung. S. 129



Annahme2: Exponentielles Wachstum

Annahme: Wachstumsrate bleibt konstant
= w(t) =z(t) = aw(t)

w(t) 1 w(t + At) — w(t)
w(t) At w(t)

mit a konstant und o :=

Es gelte zudem w(t,) = w,.

Losen der DGL:
W(t) — Woe“(t_to)



Annahme2: Exponentielles Wachstum

« lasst sich tiber 2 Anfangsbedingungen berechnen:

_ In(w(t) = In(w(to)

t1 — Lo

Mit den Anfangsbedingungen aus den Daten fur die Grolse der Weltbevolkerung:

Inw(ty)) — In((w(t))  In(6081527896) — In(470000000)
‘= t— tg - 2000 — 1650

~ 0,00731508

w(t) = Woea(t—to) — 470000000 * ¢©00731508(t—1650)
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Fehlerquellen der bisherigen Modellierung

Eigenschaften des exponentiellen Wachstums:

1. Konstante Verdopplungszeit

2. Linearitat der logarithmierten Daten



FEigenschaft 1: Verdopplungszeit

Verdopplungszeit ist bei exponentiellem Wachstum konstant, d.h.
w(ty) = 2 *w(ty)
e Woea(tl_tO) = ZWO

In(2)
a

= konst.

@tl_toz



Tatsachliche Verdopplungszeiten

1804 (1 Milliarde) — 1922 (2 Milliarden)
- 118 Jahre

1922 (2 Milliarden) — 1974 (4 Milliarden)
— 52 Jahre

1959 (3 Milliarden) — 1999 (6 Milliarden)
— 40 Jahre

Fazit: Verdopplungszeit ist hier nicht konstant



Eigenschaft 2: Linearitat der logarithmierten
Daten

Flr den Logarithmus einer dem exponentiellen Wachstum genigenden Zahl ergibt sich
eine Gerade:

W(tl) — Woea(tl_to)

= ln(w(tl)) = In(wy) + a(t; — ty)
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Quelle: Ortlieb et al (2013): Mathematische Modellierung. S. 132
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Annahme 3: Zeitabhangige Wachstumsrate

Annahme: Wachstumsrate ist zeitabhangig = w(t) = a(t)w(t)

oder: a(t) = % = %ln(w(t))

Es gelte zudem w(ty) = wy. Integration von a(t):

t t d
B(t): = ft a(s)ds = ft O&In(w(s)) ds = In(w(t)) — In(wy)

0
Mit der Differenzialgleichung und den Anfangsbedingungen:

- W(t) = Woe'g(t)



3.1: Tatsachliche Wachstumsrate

B (t)ist bis auf eine additive Konstante gleich ln(w(t))

Naherung fur a durch Differenzenquotient:
o (ti — ti+1) B ln(W(ti+1)) — In(w(t;))
5 ~

Liv1 — U
Mit a(t) = a; fiir alle Intervalle (t;, t;,1) ergibt sich:
w(tiy1) = w(t)e® =t

Also:
In(w(t; — In(w(¢;
a(t) =a; = (w l?)) n (wit) furallet € [t;, t;11]
i+1 — L




3.1: Tatsachliche Wachstumsrate

Wachstumsraten



3.2: Modellierung der Wachstumsrate durch
Lineare Approximation

Annahme: a(t) ist linear, B(t) ist quadratisch

Bestimmen von a(t), (t) Uber zwei Wege:
* a(t) ergibt sich aus den Daten, B(t) = [ a(t) dt
« B(t) ergibt sich aus den Daten, a(t) = B(t)

- Beide Wege fiihren nicht zum gleichen Ergebnis!



1. Weg

a(t)ist linear = a(t) = c + dt

Minimierung vOn Methode der kleinsten Quadrate

tiva — 4

z ( (ti +2tl-+1) CIn(w(tiyy) - ln(w(ti)))2

liefert:
a(t) = 0,0000477t — 0,0794951

Und entsprechend
£ (t) = 0,0000238t% — 0,0794951t + 66,2590235



1. Weg

Wachstu msraten y= 0,0“)0476815)( - 0,079‘95“73
R* = 0,6729829793
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2. Weg

R(t)ist quadratisch = R(t) = b + ct + dt?

Minimiere analog zu eben: Methode der kleinsten Quadrate

Z(f&(ti) — In(w(t;)) + In(w(1650)))?

l
Es ergibt sich:

B (t) = 0,0000222t% — 0,0744362t + 62,4642

a(t) = 0,0000444t — 0,0744362



2. Weg
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Uberprifen mit der Realitat
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Das deskriptive Modell

w(t) = w(1650)ef®

Kritik:
* Modell beschreibt lediglich Entwicklung von 1650 bis 2000

* Keinerlei Aussage Uber Wirkungsmechanismen
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Prognose fur das Bevolkerungswachstum

Seit 1960 sinkt die Wachstumsrate
—Prognosen sollten diesen Trend aufnehmen

- Berechnung mit den Daten von 1960 — 2000:

B(t) = —0,0000909t2 + 0,3774175¢t — 390,4853
a(t) = —0,0001818t + 0,3774175

> Mit Hilfe von w(t) = w(1960)e?® kann eine Prognose stattfinden



Uberprifung mit der Realitat

W(t) — W(1960)8 —0,0000909t2+0,3774175t—390,4853

Fur 2010:
w(2010) = 3040966466 ¢~%0000909t?+0,3774175t-390,4853
= 7.322.562.839

Tatsachlich: 6,92 Milliarden (Statista 2021)

Fur 2020:
w(2020) = 3040966466 ¢~00000909t?+0,3774175t-390,4853
= 8.181.417.150

Tatsachlich: 7,79 Milliarden (Statista 2021)
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/usammenfassung

* Modellierung mit Zeitabhangiger Wachstumsrate moglich

* Modellierungen sind lediglich deskriptive Modelle
* Nicht beachtet werden mogliche medizinische Einschnitte oder (Natur-)Katastrophen

* Modellierungen vernachlassigen Griinde des Wachstums



Vielen Dank!
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