Karhunen-Loeve-Entwicklung
von Alexander Borries am 23.01.2023
Betrachte auf einem beschriinkten Gebiet D  R? das elliptische RWP
—V(a(z) - Vu(z)) = f(x) ,x €D
u(z) = g(x) ,x € 0D

Es seien a, f L?(D)-wertige Zufallsfelder 2. Ordnung, welche wir durch die
Karhunen-Loeve-Entwicklung approximieren wollen. Betrache also a mit
to(z) = Ela(z)] und Kovarianzfunktion

Ca(w1,22) = E[(a(21) = pa(21))(a(22) = pa(2))]-

Fiir den resultierenden Kovarianzoperator

(6u) (z) = /D Cale, 1) é()dy

existiert dann eine ONB von Eigenfunktionen ¢f mit zugehorigen Eigen-
werten v, s.d

a(wi) = Na(x) + Z M¢z€k(w)
k=1

mit absteigenden Eigenwerten v{ > v§ > ... und unabhéangigen Zufallsvari-
ablen & (w) = (a(r,w)—pa(), ¢ (7)) £2(py die Karhunen-Loéve-Entwicklung
von a ist. Gehe fiir f analog vor. Wir approximieren dann a und f durch Ab-
schneiden der Reihen bei P, N € N:

va

P
i, w) = pa@) + 3 VIEHE W)
k=1

P
fla,w) = pplz) + > \/@%&(@
k=1

Betrachte nun die oft niitzlichere Variationsformulierung des elliptischen RWP:
Finde @ € L*(Q, Hy (D)) =: W, s.d.

a(t,v) = I(v) Yo € L*(Q, HY (D)) =V

QW xV SR, (i, v) = E[/D iz, ) Vu(z, Vo, -)dx]

[:V >R, I(v) = IE[/D f(z, o(z, -)daz}



Nach dem Lemma von Lax-Milgram existiert eine eindeutige schwache Losung,
falls [ ein beschranktes, lineares Funktional und a eine beschrankte, koerzi-
tive Bilinearform.

Ist a(x,w) positiv, so sind alle Bedingungen erfiillt. Dies ist auch physikalisch
sinnvoll, da a oft den Diffusionskoeffizienten beschreibt. Ware dieser negativ,
so hatten wir eine Konzentration statt einer Diffusion. Damit

0 < amin < a < Gmaz < 00,

nehmen wir an, dass & € [—7,7]. Dieses 0 < 7 < oo muss dann so gewéhlt
werden, dass a die Bedingung erfiillt.

Wir betrachten nun den Fehler der Approximation der Loésung durch die
abgeschnittene Reihenentwicklung:
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Da u — @ = 0 auf 9D, kénnen wir die Poincaré-Ungleichung anwenden:
l(w—a)—l(u—1) < |f = Fllre@.z2on v — @l 120, r2(py)
< Kpllf = fll2,22(py)lu — @lw K, >0

Mit a(u,u — @) — a(u,u — @) < ||a — al| poo (100 (D))l ulw|u — |w folgt

_ K, ~
u—alw = - PN f = Fllez,r2o) +

min Amin

lla — |l oo (0,00 (D))l ulw

Da die Karhunen-Loeve-Entwicklung L?-normierte Eigenfunktionen und ab-
steigende Eigenwerte verwendet, ist sie offensichtlich L?-konvergent und somit
I1f = Fllzz@.r2y = EIIf = fllrep)] — 0 fiir N — oo

Weiter gilt
o
> V)

k=P+1

o
<7 DL Villdhle

k=P+1

l|@ — @l (,Lo0(p)) = esssup
(z,w)eDXQ



Da die Eigenwerte abnehmend sind und wir ||¢}||« i.A. als wachsend an-
nehmen, miissen wir die Sink- bzw. Wachstumsraten gegeneinander ab-
schatzen.

Sei dazu die Kovarianz C € C?4(D x D). Dann existiert fiir 2¢ > r > 4, d
die Raumdimension, eine Konstante K > 0, s.d.

T

¢l < Ky, >0 " k=1,2,..

Wir gehen hier nicht naher auf die Herleitung ein. Ahnliche Abschitzungen
sind auch aus der Numerik bekannt.

Oft ist das Problem, dass diese Eigenwerte und -funktionen gar nicht erst
bekannt sind und numerisch approximiert werden miissen. Um das zu umge-
hen, bietet es sich manchmal an, den umgekehrten Weg zu gehen und explizite
Eigenpaare zu wahlen, deren Kovarianz die gewiinschte Kovarianz approx-
imiert.

Beispielsweise kann man die stationire Kovarianz c(z) = 3 exp( _iE%Z ), 1 Ko-
rrelationslédnge, approximieren mit

_ 1 _ L g
v =g Vk—2exp( wk*l%)
po=1 or(x) = \@cos(wkx).

Im Hinblick auf die Anwendung des Galerkin-Verfahrens ist unser néchstes
Problem, dass 2 ein abstrakter Raum ist. Wir stellen fest, dass

& Q=T CR

Wir wollen also einen Variablenwechsel von w € Qzuy € ' :=T1 x...xI'j; C
RM,

Formulieren wir nun das schwache Problem nach Variablenwechsel auf D x I'.
Dabei bekommen wir das Gewicht p, welches die Wahrscheinlichkeitsdichte
von & = [&1, .., &p]T ist. Sei

i€ W :=L)T,H}(D))
={v:DxT =R: | pllv(-y)llinpydy < 00,70 = g}
. (D)

die eindeutige Losung von

(%) a(a,v) = l(v) Yv e L2, Hy(D)) =V
a:WxV =R, a(u,v) = /Fp(y) /Dd(:n,y)Vu(x,y)Vv(x,y)d:ndy
[:V R, (v) Z/Fp(y)/l)f(w,y)v(fr,y)dwdy-



Existenz und Eindeutigkeit sind unter der Beschrénktheitsannahme fiir a
analog zu davor klar.

Um das Problem auf D x I' zu diskretisieren, benotigen wir Finite-Elemente-
Riume V" ¢ HY(D),W" c H;(D), wobei h fiir den Gitterparameter steht.
Dies liefert uns zunéchst das semidiskrete Problem:

Finde @), € L3(T, W"), s.d.

(%) a(iip, v) = 1(v) Vv e L3I, V") c V.

Auch hier sind Existenz und Eindeutigkeit klar. Fasst man nun (*) und (**)
zusammen, so erhalt man

a(t — ip,v) =0 Vv e LT, V")

Dies nennt man auch die Galerkin-Orthogonalitit. Natiirlich miissen V* und
Wh so gewihlt werden, dass

h h
v—wGL?)(F,V ) Vv,wELi(F,W )s
die Rdume in dieser Hinsicht also kompatibel sind.
Ist dies der Fall, so kann man zeigen, dass 1 die beste Approximation im
Unterraum ist. Sei dazu w € L/%(F,Wh) und | - |g die durch @ induzierte

Energienorm. Dann gilt

|t — ap|p = a(a — ap, 0 — up)

d(ﬁ—ﬁh,ﬁ—w)-i-d(ﬂ—’ah, w—ﬂh )
——
EL/%(F,Vh)

= (@ — Tip, @ — w)

A

‘ﬂ — ﬂh|E‘ﬂ — w\E

Insgesamt folgt also |4 — ap|p = inf |t — w|g.
weL2(T,Wh)

Es ist also 4, die beste Approximation bis auf eine von den Daten abhéngige
Konstante.

Jetzt brauchen wir noch eine Fehlerabschétzung fir |@ — ap|w .

Theorem: Seien o € L%(F, H;(D)), up, € LZ(F, W) die schwachen, eindeuti-
gen Losungen von (*),(**), 0 < @min < a(z,y) < Gmaz < 00 und es gelte

@l 2(r,m2(D)) < KQHfHL%(F,L?(D))a



wobei Ko > 0 eine von y unabhéngige Konstante ist. Dann ist fiir global
stetige, stiickweise lineare Finite-Elemente-Riume V" ¢ H}(D), Wh c H gl(D)
und Triangulation 7, mit regulér geformten Dreiecken

. a =
|t — ap|lw < K dmathfHLg(r,m(D)),

min

K>0 konstant und unabhéngig von h.
Beweisskizze: Durch Abschétzungen auf den einzelnen Dreiecken der Trian-
gulation kénnen wir folgendermaflen abschitzen

3 — ity = /F p() () — n(r9) s )2y

N~

SK}M/ %‘u('»y)‘}[%D)

a‘ma/x
< KPR p(y)|ul ) 32 pydy
a r

mwn

2,20 2
< K°h ~méw|U’Lg(r,H2(D))

amzn

Durch Ziehen der Wurzel und Anwendung der Abschétzung erhalten wir die
Aussage. d
Abschlielend formulieren wir das diskrete, endlich-dimensionale Problem.
Bezeichne als stochastische Galerkin-Losung die Funktion i € Whe c W =
L%(I‘,Hgl(D)), die

aing, v) = (v) Vv e VI vV = L2(1, H}(D))

16st. Analog zu davor sind Existenz und Eindeutigkeit sowie die Eigenschaft,
die beste Approximation zu sein, klar. Es bleiben die Rdume V"* und W*
zu wihlen. Betrachte dazu

Vh = span{¢, ..., p;} C HY(D),
mit ¢; den Finite-Elemente-Basisfunktionen, und
Sk = span{i1, ..., Q} C Li(F),

einen Q-dimensionalen Unterraum von L%(F), 1; seien hier bspw. stochastis-
che Basisfunktionen. Dann sei

vhe . — yh o gk = span{pp; i =1,...,J,j=1,..,Q}



unser J-Q-dimensionaler Testraum. Erweitere fiir W"*¥ um die Finite-Elemente-
Basisfunktionen fiir die Randbedingung

W= V" @ span{¢ i1, ... ds42,}-

Elemente aus W haben dann die Form

J Q J+Jp
wlw,y) =Y > wiydi(@)i(y)+ Y widi(x).
i=1 j=1 i=J+1
wo (z,y)€VHF wg ()

Quelle: ” An Introduction to Computational Stochastic PDEs” von G.J. Lord,
C.E. Powell and T. Shardlow, Cambridge University Press, 2014 (p. 389-399)



