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Gliederung

* Infos tiber Pocken

» Halleys Sterbetafel

* Bernoullis Modell zur Populationsentwicklung
* Das SIR-Modell

* Epidemieeindammung



Die Pocken

* Inkubationszeit: 12-14 Tage
« Symptome: Fieber, Schiittelfrost, Blasenbildung

e Letalitat: 10%-90%, durchschnittlich 30%

* Mogliche Folgen: Vernarbung, Erblindung, Gehorlosigkeit,
Lungenentziindungen oder Hirnschaden

* Genesung bedeutet lebenslange Immunitat



Impfungen

* Seit 3000 Jahren Variolation in China

* Impfung durch Infektion mit abgeschwachter Form der Erreger
* In Europa durch Lady Mary Wortley Montagu verbreitet

* Kuhpocken schiitzen vor echten Pocken (Beleg 1765)

* 1796 Impferfolg mit Vaccina-Viren (Edward Jenner)

* Pocken seit 1979 vollstandig ausgerottet



Daniel Bernoulli und die Pocken

» Impfrisiken fir Individuen subjektiv

* Fir Gesamtbevolkerung kann man statistische Aussagen treffen
* Bernoulli will Impfrisiken gegen Pockentode aufwagen

* 1760 Lesung vor Academie Royale des Sciences de Paris

Bernoullis Grundfrage (1760): Kann trotz Impfri-
siko die Lebenserwartung einer Population durch
die Pockenimpfung erhoht werden?




Halleys Sterbetafel

Halley betrachtet Population in Breslau 1693

* 1000 Einjahrige

* Lebende nach n Jahren

* Durchschnittliche Lebenserwartung ca 26 Jahre
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Bernoullis Modell

* Bernoulli will mit Halleys Daten Modell einer Population erstellen
* Population: gleichaltrige Individuen ab der Geburt betrachtet
 Zeitemheit 1st das Jahr

» Uberstandene Krankheit fithrt zu lebenslanger Immunitt



Bernoullis Modell

£(t) = Anzahl Uberlebende in der Population zur Zeit ¢

s(t) = Anzahl ansteckbare Individuen in der Population zur Zeit ¢

1/n = Wahrscheinlichkeit, in einer Zeiteinheit (Jahr) mit Pocken infiziert zu
werden

1/m = Wahrscheinlichkeit, dass ein Infizierter an Pocken stirbt

1/N = Wahrscheinlichkeit, an der Impfung zu sterben



Bernoullis Rechnung

E(t + At) — £(t) =: A = —Anzahl Todesfille im Zeitintervall [t,t + At]

s(t) - At

n

= Angzahl im Zeitintervall [t,t + At] neu Angesteckte (1.9)



s(t) - At

= Anzahl im Zeitintervall [t, ¢ + At] neu Angesteckte. (1.9)
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E(t + At) — &(t) =: A§ = —Anzahl Todesfalle im Zeitintervall [¢, t + At]

s(t)- At 1 _ Anzahl Pockentote, die im Zeitintervall
n m [t,t+ At] angesteckt wurden.

s(t)At  Anzahl Tote aus anderen Griinden (als

—Af — mn  Pocken) im Zeitintervall [t,t + At].

(1.10)

s(t) (_ Af — S(t)At) _ Anzahl der Ansteckbaren, die in [t,t + At]

il
(2) mn aus anderen Griinden sterben (1.1)



s(t 4+ At) — s(t) = As = — (Abnahme der Anzahl ansteckbarer)

Personen im Zeitintervall [t, t+ At]
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1
stationare Losung: oo = —

allgemeine Losung der
homogenen Gleichung
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Auswirkungen von Impfungen

s(t)At  Anzahl Todesfille aus anderen Griinden

—AL- mn  (als Pocken) im Zeitintervall [t,t + At]. : At
A€ sl At—0
At mn
_gm -2 : i)

mWn

u(t) = 1 &' (t) + ﬂ — Todesrate aus anderen Griinden pro Person.
£(2) mn



Vergleichspopulation :

z(t) = Anzahl einer Population, die keine Pocken kennt, zur Zeit ¢

Die Todesrate in dieser Population pro Person ist also gerade unser pu(t)
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Bernoullis Folgerung

mittlere Lebenserwartung der realen Population mit der mittleren Lebenserwartung
in der pockenfreien (geimpften) Population vergleichen

Tode infolt
Iwmpdomplicaionen
—

Z(t) = (1 - %) (1)

met/n
(1 . %) ¢() (m—1)et/m +1 G

Grofse einer Population zur Zeit t, die sy-
stematisch bei der Geburt geimpft wurde



mittlere Lebenserwartung ohne Impfung:
1

§0) (€(1) + £(2) + &(3) +...) =~ 26 Jahre und 2 Monate. (1.19)

Mithilfe der Formel aus (1.18) und den Werten m = n = 8 und N = 200, sowie erneut
mit den Werten von Halley, bestimmte er ebenso die mittlere Lebenserwartung
mit Impfung:

m (Z(1)+ Z(2)+ Z(3) +...) = 29 Jahre und 7 Monate.



Bernoullis Fazit

* Erhohung der Lebenserwartung von tiber 10%
* Bernoulli empfiehlt Pockenimpfung
 Jean-Baptiste d‘Alembert widerspricht thm



Das SIR-Modell

Modellannahmen:

m Die Krankheit ist von begrenzter Dauer.

m Jeder Kranke wird wieder gesund.

m Die liberstandene Krankheit fiihrt zur lebenslangen Immunitéat.

m Die Population ist isoliert (keine Zu- oder Abwanderung, keine Todesfille)

drei Gruppen:

S(t) = Anzahl Ansteckbare zur Zeit t (susceptible)
I(t) = Anzahl Infizierte zur Zeit ¢ (infected)
R(t) = Anzahl Geheilte zur Zeit t (recovered)



Ansteckung

Annahmen:

m Trifft eine kranke Person eine ansteckbare, wird letztere mit Wahrscheinlichkeit
p infiziert.

m Die Wahrscheinlichkeit eines solchen Treffens im Zeitintervall [t,t + At] ist
proportional (mit Proportionalitatsfaktor q) zu S(t), I(t) und At.

AS := S(t + At) — S(t) /

AS = —pq-S(t)I(t) At |:Ar, >0

S'(t) = —pq- S(t) I(t) T —c- St I(t) (1.20)

cC .= pq



Heilung

Annahme:

m Die Krankheit dauert im Schnitt n Tage. Greift man zufillig einen Kranken
heraus, ist dieser mit Wahrscheinlichkeit 1/n im i-ten Tag seiner Krankheit (i =1,2,...,n).

l

jeden Tag werden im Schnitt 1/n der Kranken wieder gesund

Im Zeitintervall [t,t + At] werden im Schnitt AR Kranke wieder gesund mit

AR = R(t + At) — R(t) = 1I(t) At

n



AR = R(t + At) — R(t) = %I(t) At A, st >0

R = =10

S(t)+1(t)+ R(t) konstant
Ableitung gleich 0

(1.20) und (1.21) \

neu Infizierte Gehelilte



Zusammen bilden die Gleichungen (1.20), (1.21) und (1.22) das SIR-Modell. Wir

schreiben dieses nochmals kurz und kompakt auf:

Das SIR-Modell ist durch das folgende nichtlineare System von Differential-
gleichungen beschrieben:

S = —c8I (1.23)

cSI —wl (1.24)
R = wl (1.25)

~
|
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Beispiel: Universitat

N = 1000 Studierenden einer Universitat c = 0.002

eine Person schleppt eine Krankheit ein n =95

also w = 0.2

Zeiteinheit: Tag

SIR(t),
S(0) = 999, 1,000
1(0) =1, 900
R(O) = 0. 800 +

700 T
600 T
500 T
400 T
300 +
200 +
100 +

numerische Losung :

0



Monotonie

e SolangeI > 0und S > 0 gilt S’(t) <0

S" = —¢eSI

* S(t) 1st also streng monoton fallend
* Analog dazu 1st R(t) streng monoton steigend



Hohepunkt der Epidemie

Hohepunkt der Krankheit: Zeitpunkt tmax

I (tmax) maximal > I'(tmax) =0
w
S(tmax) — E

wenn S diesen Wert hat, ist die Anzahl Infizierter I maximal



Invariante

* Gleichungen (1.23) und (1.24) enthalten nur S und I
* (1.25) 1st entkoppelt
* Summe S(t) + I(t) + R(t) ist konstant (also eine Invariante)

R(t) : S(0) + I(0) + R(0) — (S(¢t) + I(t))



Zustandsraum

parametrisierten Kurven:

t— (S(t),I(t))  (1.26)

Ableitung der Funktion I(S) mithilfe von (1.23) und (1.24):

dl dl/dt cSI—wl w
dS — dS/dt = —cSI ¢S b (1.27)

Stammifunktion :

I1(S)= ZInS—S+k
C
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Das qualitative Verhalten

Fiir ¢ = 0 erhalten wir aus (1.27)

dl w

259 = 5y !

 Ist S(0) > w/c, wird I grofder, bis S(t) = w/c. Dann fallt I(t)
monoton gegen 0. S(t) fallt gegen emnen Grenzwert grofder 0

* Ist S(0) < w/c, fallt I monoton gegen 0 und S gegen einen
Grenzwert > 0



Was uns das qualitative Verhalten verrat

* w/c soll zur Eindammung einer Krankheit grofd gehalten werden,
damit S klemer als w/c 1st, um einen Abfall von I zu erreichen

* durch Impfungen wird S verkleinert

* Durch Quarantane, Masken und andere Mafinahmen wird c
verkleinert, also w/c vergrofiert



Verlauf emner Epidemie mit Mafinahmen

¢ = 0.001 1,000 -

/ 900 +
n =2

, 800 +
w = 0.5

w/c =100 < 500 = w'/c

700 T
600 +
200 T
400 T
300 T

200 T

100 +

: : : : : . : : - 1
0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40
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