Kernel-Methoden

1 Einfiihrung in Kernel-Methoden

Im vorherigen Kapitel haben wir die Support Vector Machine (SVM) kennengelernt. Sie ist
ein Algorithmus, der fiir einen gegebenen Datensatz eine lineare Trennebene bestimmt, die die
Klassen moglichst gut voneinander separiert. Formal 16sen wir dazu das Optimierungsproblem

min w'w s.d. yi(wTazi—Fb)Zl, i=1,...,m.

w,b

Als Ergebnis erhalten wir eine Entscheidungsfunktion, die jedem Datenpunkt eine Klasse zuordnet:
m
fur () = sign(w* "z + b*) = sign(Z i ] T+ b*).
i=1

Diesen Algorithmus kann man in Python fiir konkrete Datensdtze implementieren und die
entstehende lineare Trennung visualisieren.

Rohdaten (linear trennbar) Lineare SVM (Trennhyperebene)
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Figure 1: Motivation: linear trennbare Daten

Die SVM lésst sich nun so erweitern, dass sie auch mit nicht linear trennbare Daten umgehen
kann. Hier kommen Kernel-Methoden ins Spiel. Die zentrale Idee besteht darin, die Daten durch

eine Feature Map
o: X > H

in einen Hilbertraum #H abzubilden, in dem eine lineare Trennung wieder moglich ist. Statt ¢
explizit anzugeben, nutzen wir den Kernel-Trick: Ein Kernel ist eine Abbildung

K(z,y) = (o(x), o(y))n,

die das Skalarprodukt im héherdimensionalen Feature-Raum beschreibt. In der Entscheidungs-
funktion der SVM ersetzen wir dann das Skalarprodukt z,'z durch den Kernel K (z;,x). So
erhalten wir eine nichtlineare Entscheidungsgrenze im Ursprungsraum, die als lineare Trennung
in H interpretiert werden kann, ohne dass H explizit konstruiert werden muss. Die zugrunde
liegende geometrische Idee ist in Abbildung 2 dargestellt.



Originalraum: nicht linear trennbar

Feature-Raum: linear trennbar
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Figure 2: Nichtlineare Daten und lineare Trennung nach der Feature Map

Um diese Idee préziser zu fassen, fithren wir im néchsten Schritt einige zentrale Begriffe und
Definitionen ein, die wir im weiteren Verlauf bendtigen

2 Kerne und reproduzierende Kernel-Hilbertraume

Grundlegende Begriffe wie Skalarprodukt, Norm und Cauchyfolgen werden vorausgesetzt und
hier nicht erneut definiert. Dabei sei die Norm stets durch || f||z := /(f, f)z gegeben.

Definition 2.1. Sei (H, ||-||;;) ein normierter Raum. Eine Abbildung 7': H — R heif}t linearer
Operator, wenn fiir alle u,v € H und alle A € R gilt:

T(u+ ) =T(u) + AT (v).
T heifit beschrankt, wenn eine Konstante M > 0 existiert, mit

|T(u)| < M||ul|, fiir alle uw € H.

Definition 2.2 (Hilbertraum). Ein normierter Raum (H, || - || r) heiit vollstindig, wenn jede
Cauchy-Folge in H beziiglich || - |z gegen ein Element von H konvergiert.

Ein innerer Produktraum heifit Hilbertraum, wenn er vollstandig beziiglich der durch das Skalarpro-
dukt induzierten Norm ist.

Satz 2.3 (Rieszscher Darstellungssatz). Sei H ein Hilbertraum und T': H — R ein beschrankter
linearer Operator. Dann existiert genau ein g € H mit

T(f) = (f.9)u fiir alle f € H.

Der Beweis dieses Satzes wird hier weggelassen, da er technisch aufwendig ist und fiir den weiteren
Vortrag nicht von zentraler Bedeutung ist.

Definition 2.4 (Kernel). Sei X eine nichtleere Menge. Eine symmetrische Funktion K: X x X' —
R heif3t positiv definiter Kernel, wenn fiir alle n € N, x1,..., 2, € X und cy,...,c, € R gilt:

n o n
ZZCZ‘C]' K(xz-,acj) Z 0.
i=17=1

Diese Bedingung ist gleichbedeutend damit, dass fiir alle n und z1, .
K;; = K(x;,x;) positiv semidefinit ist.

.., Ty die Gram-Matriz

Wir haben nun einen Kernel K eingefiihrt. Die zentrale Frage ist jedoch, unter welchen Voraus-
setzungen dieser Kernel tatsichlich als Skalarprodukt eines Hilbertraums aufgefasst werden kann.
Genau diese Frage fiihrt zur folgenden Definition.



Definition 2.5 (RKHS). Sei X eine Menge und H C R¥ ein Hilbertraum reellwertiger Funktio-
nen f: X — R. Ein Kernel K: X x X — R heifit reproduzierender Kernel von H, wenn fiir alle
f € Hund x € X gilt:

f(@) = (f, Ka)u,

wobei K, := K(z,-) € H. In diesem Fall heilt H ein reproduzierender Kernel-Hilbertraum
(RKHS) mit Kernel K. Insbesondere gilt fir alle z,y € X:

K($, y) = <K:B> Ky>H

Wir haben damit eine Voraussetzung formuliert, unter der sich ein gegebener Kernel als Skalarpro-
dukt schreiben ldsst und in der SVM verwendet werden kann. Die folgende Bemerkung gibt eine
hinreichende Bedingung dafiir, dass ein Hilbertraum von Funktionen {iberhaupt einen solchen
reproduzierenden Kernel besitzt.

Bemerkung 2.6. Sei H ein Hilbertraum von Funktionen f : X — R. Fiir jedes x € X sei das
Auswertungsfunktional

L,: H— R, L.(f) = f(x),
linear und beschriankt d.h. es existiert ein M, > 0 mit
|f(@)] = |La(f)| < M| flu V[ € H.

Dann existiert nach dem Rieszschen Darstellungssatz fiir jedes © € X ein eindeutig bestimmtes
K, € H mit
f(x)=(f,Ks)u Vfe€H.

Damit ist
K(wvy) = <K$7 Ky>H

ein Kernel auf X x X und H ist eine RKHS mit reproduzierendem Kernel K.
Beispiel 2.7. Sei X = R? und definiere fiir jedes = € R? die Funktion

¢zt X = R, 02 (y) = T1y1 + T2y + T1T21Y2, Y € R
Wir betrachten den Hilbertraum

H = span{¢, | z € R?}
mit Skalarprodukt, das auf den erzeugenden Funktionen durch
(G2, by)H = T1Y1 + T2y2 + T1T2Y1Y2
festgelegt ist, damit ist
K(z,y) := (bz, Qy) 1 = 2191 + T2y2 + T172Y12

ein Kernel auf X x X.
Fiir u = (u1, ug,u3) € R? definieren wir

fu(z) = wixy + ugwe + usr122, T € R2.
Man tberpriift leicht, dass f, als Linearkombination von ¢, geschrieben werden kann, etwa
Ju = P(uz,1) + Pluy—us,0) T P0us—1) € H.
Fir x € X setzen wir K, := K(z,-) = ¢,. Dann gilt
(fus Ka) i = (B(us,1)> Do) H + (BPluy—us,0)5 D) H + (D(0,us—1)s Pz) 11

= u3x1 + T2 + uzx1T2 + U117 — U3T1 + ULy — T2

= u1x1 + U2 + uzr1x2 = fyu(x).

Damit ist K reproduzierender Kernel von H.



Fiir Anwendungen ist entscheidend, dass wir uns bei gegebenem Kernel nicht explizit um den
zugrunde liegenden Hilbertraum kiimmern miissen, sondern sicher sein kénnen, dass es einen
geeigneten Raum gibt, in dem der Kernel als Skalarprodukt realisiert wird. Diese Existenz wird
im folgenden Satz formuliert.

Satz 2.8 (Moore-Aronszajn). Sei K : X x X — R ein Kernel. Dann existiert ein eindeutig
bestimmter RKHS H C {f : X — R} mit reproduzierendem Kernel K. Insbesondere existiert
eine Abbildung ® : X — H, so dass

K(z,y) = (2(2), 2(y))n  Vz,y € X.

Damit kénnen wir in der SVM den gegebenen Kernel verwenden und im zugehorigen Feature-
Raum nach einer linearen Trennung suchen. Bevor wir den folgenden Satz beweisen, betrachten
wir zunéchst einige Beispiele, um die Konstruktion besser zu verstehen.

Beispiel 2.9 (Polynomkernel). Sei X C R? d € Nund ¢ > 0. Wir betrachten den Polynomkernel
K(z,y) = (1 +ay)"
Fiir d = 2 und z,y € R? gilt:

.
] yi
3 \fyg
\/5901332 21Yy2
K(wy) = (g +aoyp +0)° = | oo V2cy
\/%562 \/%yg
Cc C

Dies zeigt, dass der Kernel K als Skalarprodukt in einem hoéherdimensionalen Raum dargestellt
werden kann.

Beispiel 2.10 (GauBl-Kernel / RBF-Kernel). Sei X C R" und ¢ > 0. Fir z,y € X definieren

wir )
[z — yl]
K(z,y) = eXP<—M .

Fir o0 =1 und X = R definieren wir
o(x) := ( Zx") € 12(Np).
n>0

Dann gilt:

=0 n!
| & ()
= n!
22 442 (z—y)
I Il I K(z,y)

Damit kann der Gaufl-Kernel als Skalarprodukt eines unendlichdimensionalen Raumes inter-
pretiert werden.

Beispiel 2.11. Wir erinnern uns an die Losung der SVM bzw. die Entscheidungsfunktion

f(z) = sign (i oy K(x, ) + b) .
i=1

Fiir einen gegebenen Kernel K entspricht dies einer linearen Trennung in dem zugehorigen Raum
H, die im urspriinglichen Eingaberaum als nichtlineare Entscheidungsgrenze erscheint.



Beweisidee von Satz 2.8.
Ziel: Aus einem Kernel K : X x X — R eine eindeutige RKHS H mit reproduzierendem Kernel

K konstruieren. Sei
n
G = {Z a;i Ky,

neN, z; € X, aiGR}.

i=1
Fir
n m
f=Y aK, €G, g=) bK,€edq
i=1 j=1
definieren wir
n m
(f.o)a =Y aibj K(zi,y;).
i=1j=1

Da K symmetrisch und positiv definit ist, gilt:

e (-, )¢ ist symmetrisch und bilinear.

o Aus der positiven Definitheit von K folgt (f, f)q > 0 fiir alle f € G und aus (f, f)¢ =0
folgt f = 0.

Damit ist (-, )¢ ein Skalarprodukt auf G.
Reproduktionseigenschaft: Fur f =>" ; a;K;, € G und =z € X gilt:

n

n 1 n
f(.l') = ZGIK(xZ’x) = ZZG@K(JT@,Z/J) = <Z az’KxiaK:E> = <f> KSE>G7
=1 G

=1 j:l =1
wobei y; := x gesetzt wurde. Wir haben damit G als Préhilbertraum mit reproduzierendem
Kernel konstruiert.

Vervollstandigung: Um eine RKHS zu erhalten, miissen wir den Raum vervollstdndigen. Dazu
betrachten wir den Raum aller Cauchy-Folgen in G und definieren eine Aquivalenzrelation

(fn) ~ (gn) = [lfn — gnllc P 0.
Die Vervollstdndigung H ist dann der Quotientenraum
H := {(fn)n>1 Cauchy in G}/ ~ .

Fiir Aquivalenzklassen schreiben wir der Einfachheit halber f = [f,,] und definieren das Skalarpro-
dukt durch

Im Folgenden iiberpriift man, dass H mit diesem Skalarprodukt tatséchlich ein Hilbertraum ist.
Dazu miissen die folgenden Punkte gezeigt werden:

1) (,-)g ist wohldefiniert: Der Grenzwert lim,, o (fn, gn)q existiert und ist unabhéngig von
der Wahl der Repréasentanten.

2) (-,-)p ist ein Skalarprodukt auf H.
3) (H,(,-)g) ist vollstdndig, also ein Hilbertraum.
4) (f,Kz)u = f(z) lasst sich von G auf H iibertragen
5) H ist eindeutig.
Damit ist H ein Hilbertraum mit reproduzierendem Kernel K. O

In Abbildung 3 sind die Entscheidungsgebiete einer SVM mit linearem, polynomialen und
RBF-Kernel auf einem Ring-Datensatz dargestellt. In Abbildung 4 sieht man dieselben Kernel
auf einem Halbmond-Datensatz. Abbildung 5 zeigt die durch den RBF-Kernel entstehende
gekrimmte Entscheidungsfliche im dreidimensionalen Raum



3 Satz von Mercer

Wir haben nun gesehen, wie man mit nichtlinear trennbaren Daten umgehen kann. Durch einen
geeigneten Kernel wird der Suchraum der SVM erweitert, sodass wieder eine lineare Trennung
moglich wird, ohne dass der zugrunde liegende Raum explizit beschrieben werden muss. Dennoch
stellt sich die Frage, wie dieser Raum strukturiert ist. Eine Antwort darauf liefert der Satz von
Mercer. Zuvor formulieren wir einen Hilfssatz.

Satz 3.1. Sei B C X kompakt und p ein endliches Maf§ auf B. Zum Kernel K definieren wir
Ty : L*(B, p) = L*(B, ),

durch
Txf:B—R, x = Tk f(x) = /BK(x,:L") f(z') p(da').

Eine Abbildung e: B — R heif$it Eigenfunktion von Tx zum Eigenwert X € R, wenn
(Tke)(x) = Ne(z) Vo € B.
Damit kénnen wir den folgenden Satz formulieren.

Satz 3.2 (Mercer). Sei K ein stetiger positiv definiter Kernel und u ein endliches Maf auf einer
kompakten Teilmenge B C X . Dann gibt es eine Orthonormalbasis (e;)i>1 von L?(B, i), die aus
Figenfunktionen von Tx mit nichtnegativen Eigenwerten (\;);>1 besteht. Fir alle i mit \; > 0
ist e; stetig, und fir alle x,y € B gilt

K(z,y) =Y Aiei(x) ei(y).
=1

Hat Tk nur endlich viele von 0 verschiedene Eigenwerte Ai,...,An, so kénnen wir K als
Skalarprodukt in R™ schreiben:

K(z,y) =Y Aiei(@) ei(y) = (ex(@), ex(y))gn
=1

wobei fir x € B

ex(z) := (Vhei(z),. ..,V \nen(z)) € R™

Zusammenfassung

Abschlielend lésst sich sagen, dass Kernel-Methoden es ermdglichen, komplexe, im urspriinglichen
Datenraum nichtlinear trennbare Strukturen mit linearen Verfahren in geeigneten Hilbertrdumen
zu bearbeiten, die hdufig hochdimensional oder sogar unendlichdimensional sind. Die Satze von
Moore—Aronszajn und Mercer bilden dabei die theoretische Grundlage, indem sie sicherstellen,
dass jeder positiv definite Kernel als Skalarprodukt in einem eindeutig bestimmten reproduzieren-
den Kernel-Hilbertraum aufgefasst werden kann und eine zugehorige Eigenfunktionszerlegung
besitzt.



Linearer Kernel Polynomialer Kernel (Grad 3) RBF-Kernel
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Figure 3: Verschiedene Kernel auf Ring-Datensatz
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Figure 4: Verschiedene Kernel auf Halbmond-Datensatz

Klasse 0 (duBere Kugelschale)
o Klasse 1 (innere Kugel)
« Entscheidungsflache f(x)

Figure 5: Entscheidungsfliche im 3-Dimensionalen Raum mit RBF-Kernel
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