
OptimierungOptimierung
Mathematics of Machine LearningMathematics of Machine Learning
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Wiederholung - Empirical Risk Minimization (ERM)Wiederholung - Empirical Risk Minimization (ERM)
Idee - mit Mean-Squarred Error Idee - mit Mean-Squarred Error MMSSEE == (( −− ff(( ))11

nn
∑∑nn

ii==11 yyii xxii ))22
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ERM - FormelERM - Formel

 sind die trainierbaren sind die trainierbaren
ParameterParameter

 sind die  sind die TrainingsdatenTrainingsdaten

 die  die Loss FunktionLoss Funktion

durchschnittlicher Trainingsfehlerdurchschnittlicher Trainingsfehler

ℓℓ(( (( )),, ))minminww∈∈RRPP
11
mm
∑∑mm

ii==11 ffww xxii yyii

ww ∈∈ RR
PP

(( ,, ))xxii yyii

ℓℓ(( (( )),, ))ffww xxii yyii

ℓℓ(( (( )),, ))11
mm
∑∑mm

ii==11 ffww xxii yyii
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Landschaft der KostenfunktionLandschaft der Kostenfunktion
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generische Kostenfunktiongenerische Kostenfunktion

im folgenden sei im folgenden sei 
Ziel: Finde Ziel: Finde , das , das  minimiert minimiert

CC :: →→RR
PP

RR++
CC((ww)) == LL(( )) == ℓℓ(( (( )),, ))ffww

11
mm
∑∑mm

ii==11 ffww xxii yyii
ww∗∗ CC((ww))

22 .. 44



DefinitionenDefinitionen
 ist  ist differenzierbardifferenzierbar, falls für alle , falls für alle  der Grenzwert existiert: der Grenzwert existiert:

GradientGradient ist der Vektor aller partiellen Ableitungen: ist der Vektor aller partiellen Ableitungen:

Notation:Notation:  , bezeichnet die Menge aller , bezeichnet die Menge aller -mal stetig differenzierbaren-mal stetig differenzierbaren
Funktionen auf Funktionen auf ..

CC ii == 11,, …… ,, PP

== llii∂∂CC
∂∂wwii

mmhh→→00
CC(( ,,……,, ++hh,,……,, ))−−CC((ww))ww11 wwii wwPP

hh

CC((ww)) ==∇∇ww

⎛⎛

⎝⎝

⎜⎜⎜⎜⎜⎜

∂∂CC
∂∂ww11

⋮⋮
∂∂CC

∂∂wwPP

⎞⎞

⎠⎠

⎟⎟⎟⎟⎟⎟

((MM))CC
kk kk

MM
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Im folgenden sei Im folgenden sei CC ∈∈ (( ))CC
11
RR
PP

Geometrische Bedeutung des GradientenGeometrische Bedeutung des Gradienten

der Gradient zeigt die Richtung des stärksten Anstiegs von der Gradient zeigt die Richtung des stärksten Anstiegs von 
 ist die Richtung des stärksten Abfalls  ist die Richtung des stärksten Abfalls 

CC
⇒⇒ −− CC((ww))∇∇ww

33 .. 22



Ansatz 1Ansatz 1

starte an einem beliebigen Punkt starte an einem beliebigen Punkt 
gehe immer in Richtung gehe immer in Richtung , solange bis… , solange bis… 

∈∈ww00 RR
PP

−− CC((ww))∇∇ww
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Ansatz 1 - Idee AbbruchkriteriumAnsatz 1 - Idee Abbruchkriterium

wenn wenn  befinden wir uns an einem Punkt der in keiner Richtung befinden wir uns an einem Punkt der in keiner Richtung
lokal ansteigt oder abfälltlokal ansteigt oder abfällt

 gehe immer in Richtung  gehe immer in Richtung , solange bis , solange bis 

CC((ww)) == 00∇∇ww

⇒⇒ −− CC((ww))∇∇ww CC((ww)) == 00∇∇ww
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Kritische PunkteKritische Punkte
Kritischer PunktKritischer Punkt: Ein Punkt : Ein Punkt , an dem der Gradient Null ist:, an dem der Gradient Null ist:

 . .

Ein krischer Punkt ist entweder ein lokales Minimum, ein lokales Maximum oder einEin krischer Punkt ist entweder ein lokales Minimum, ein lokales Maximum oder ein
Sattelpunkt.Sattelpunkt.

ww∗∗
CC(( )) == ((00,, …… ,, 00∇∇ww ww∗∗ ))TT

33 .. 55



Lokales/Globales Minimum:Lokales/Globales Minimum:

Ein Punkt Ein Punkt  heißt … heißt …

lokales Minimumlokales Minimum von  von , wenn es eine Umgebung , wenn es eine Umgebung  von  von  in  in  gibt, s.d. gibt, s.d.
..

striktes lokales Minimumstriktes lokales Minimum, wenn , wenn ..
globales Minimumglobales Minimum, wenn für alle , wenn für alle  aus dem Definitionsbereich gilt das aus dem Definitionsbereich gilt das

..
SattelpunktSattelpunkt ein kritischer Punkt der kein lokales Optimum ist ein kritischer Punkt der kein lokales Optimum ist

ww∗∗

CC UU ww∗∗ RR
PP

CC(( )) ≤≤ CC((ww)),, ∀∀ww ∈∈ UUww∗∗
CC(( )) << CC((ww)),, ∀∀ww ∈∈ UU∖∖{{ }}ww∗∗ ww∗∗
ww

CC(( )) ≤≤ CC((ww))ww∗∗

Analog kann man (strikte) lokale/globale MaximaAnalog kann man (strikte) lokale/globale Maxima
definierendefinieren
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Notwendige Optimalitätsbedingung erster OrdnungNotwendige Optimalitätsbedingung erster Ordnung

Ist Ist  ein lokales Minimum von  ein lokales Minimum von , so gilt , so gilt , d.h. , d.h.  ist ein kritischer ist ein kritischer
Punkt von Punkt von ..

ww∗∗ CC ∇∇CC(( )) == 00ww∗∗ ww∗∗
CC
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Definition: Gradientenabstieg - Gradient Descent (GD)Definition: Gradientenabstieg - Gradient Descent (GD)
Gegeben sei ein Gegeben sei ein StartpunktStartpunkt   und eine  und eine LernrateLernrate  . Die Parameter. Die Parameter

werden für werden für  wie folgt aktualisiert: wie folgt aktualisiert:

ein einzelner Schritt ein einzelner Schritt  wird  wird Gradient Descent StepGradient Descent Step genannt genannt
nach festgelegten Anzahl von nach festgelegten Anzahl von  Schritten ist der Algorithmus beendet Schritten ist der Algorithmus beendet

∈∈ww00 RR
PP ηη >> 00

kk == 00,, 11,, 22,, ……

== −− ηη∇∇CC(( ))wwkk++11 wwkk wwkk

→→wwkk wwkk++11
KK ∈∈ NN

:: →→AAGGDD ww00 wwKK
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BemerkungBemerkung

Im ERM framework sieht die Update Formel dann folgendermaßen aus,Im ERM framework sieht die Update Formel dann folgendermaßen aus,

== −− ηηwwkk++11 wwkk (( ll(( (( )),, ))))
11
mm
∑∑
ii==11

mm

∇∇ww ffwwkk
xxii yyii

  
Gesamtgradient Gesamtgradient ∇∇CC(( ))wwkk
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BemerkungBemerkung

Hyperparameter von Hyperparameter von : Lernrate : Lernrate , Schrittanzahl , Schrittanzahl AAGGDD ηη KK

33 .. 1010



Lösung - Hessian MatrixLösung - Hessian Matrix
Ist Ist  zwei mal differenzierbar, bezeichnen wir mit zwei mal differenzierbar, bezeichnen wir mit

die die Hesse-MatrixHesse-Matrix von  von  in  in ..

EigenschaftenEigenschaften

beschreibt die beschreibt die KrümmungKrümmung der Funktion der Funktion
symmetrischsymmetrisch (Satz von Schwarz)  (Satz von Schwarz)  hat nur reele Eigenwerte  hat nur reele Eigenwerte  und die und die
Eigenvektoren Eigenvektoren  sind orthogonal zueinander sind orthogonal zueinander

CC

==HHww (( CC((ww))))∂∂wwii
∂∂wwjj 11≤≤ii,,jj≤≤PP

CC ww

⇒⇒ λλii

eeii
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 ist  ist positiv definitpositiv definit (semi-definit)  (semi-definit) 

 ist  ist negativ definitnegativ definit (semi-definit)  (semi-definit) 

HHww ⇔⇔ >> 00((≥≥ 00)),, ∀∀ii ∈∈ {{11,, …… ,, PP}}λλii

HHww ⇔⇔ << 00((≤≤ 00)),, ∀∀ii ∈∈ {{11,, …… ,, PP}}λλii

44 .. 22



Optimalitätsbedingung zweiter OrdnungOptimalitätsbedingung zweiter Ordnung

Sei Sei  offen und  offen und . Weiterhin gelte . Weiterhin gelte  und  und ..

1. 1. (Hinreichende Bedingung)(Hinreichende Bedingung): Ist : Ist  positiv (negativ) definit, so ist  positiv (negativ) definit, so ist  ein ein
lokales Minimum (Maximum) von lokales Minimum (Maximum) von ..

2. 2. (Notwendige Bedingung)(Notwendige Bedingung): Ist : Ist  lokales Minimum von  lokales Minimum von , so ist , so ist  positiv positiv
semidefinit.semidefinit.

Wenn Wenn  positive und negative Eigenwerte hat, dann ist  positive und negative Eigenwerte hat, dann ist  ein Sattelpunkt. ein Sattelpunkt.

MM ⊂⊂ RR
PP CC ∈∈ ((MM))CC

22 ∈∈ MMww∗∗ ∇∇CC(( )) == 00ww∗∗

HHww∗∗ ww∗∗
CC

ww∗∗ CC HHww∗∗

HHww∗∗ ww∗∗
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LimitierungLimitierung

== −− ηη∇∇CC(( ))wwkk++11 wwkk wwkk

44 .. 55



L-Lipschitz-StetigkeitL-Lipschitz-Stetigkeit

stärkere Form der Stetigkeitstärkere Form der Stetigkeit
kontrolliert die Steigung globalkontrolliert die Steigung global

 ist  ist L-Lipschitz stetigL-Lipschitz stetig für  für , wenn, wennff :: →→RR
mm

RR
nn LL >> 00

||||ff((xx)) −− ff((yy))|||| ≤≤ LL||||xx −− yy||||,, ∀∀xx,, yy ∈∈ ⇔⇔ ||||∇∇ff((xx))|||| ≤≤ LLRR
mm

55 .. 11



geometrische Intuition L-Lipschitz-Stetigkeitgeometrische Intuition L-Lipschitz-Stetigkeit

||||ff((xx)) −− ff((yy))|||| ≤≤ LL||||xx −− yy||||,, ∀∀xx,, yy ∈∈ ⇔⇔ ||||∇∇ff((xx))|||| ≤≤ LLRR
mm

55 .. 22



eine differenzierbare Funktion heißt eine differenzierbare Funktion heißt lipschitz-glattlipschitz-glatt, wenn ihre Ableitung, wenn ihre Ableitung
Lipschitz stetig istLipschitz stetig ist

sei sei  und  und , lass , lass  der größte/ kleinste der größte/ kleinste
Eigenwert von Eigenwert von  sein  sein 

ist ist L-glattL-glatt

||||∇∇ff((xx)) −− ∇∇ff((yy))|||| ≤≤ LL||||xx −− yy||||,, ∀∀xx,, yy ∈∈ RR
mm

CC ∈∈ CC
22 ∀∀ww ∈∈ RR

PP ((ww)),, ((ww))λλmmaaxx λλmmiinn

HHww ⇒⇒

ssuuppww∈∈ {{|| ((ww))||,,|| ((ww))||≤≤LL<<∞∞⇔⇔CC}}RR
PP λλmmaaxx λλmmiinn

55 .. 33



Satz - Konvergenz des GradientenabstiegsSatz - Konvergenz des Gradientenabstiegs
Sei…Sei…

 und einer Schrittanzahl  und einer Schrittanzahl 
wenn wenn  L-glatt ist und die Lernrate  L-glatt ist und die Lernrate  erfüllt, dann : erfüllt, dann :

konvergiert der Wert der Kostenfunktion, d.h. konvergiert der Wert der Kostenfunktion, d.h.  existiert existiert

CC ∈∈ CC
22

ηη >> 00 KK ∈∈ NN

CC ηη << 22//LL
llii CC(( ))mmKK→→∞∞ wwKK

llii ∇∇CC(( )) == 00mmKK→→∞∞ wwKK
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Konvexe FunktionenKonvexe Funktionen
sei sei  eine nichtleere Teilmenge eine nichtleere Teilmenge

 heißt  heißt konvexkonvex, falls folgende Bedingung erfüllt ist, falls folgende Bedingung erfüllt ist

 heißt  heißt strikt konvexstrikt konvex, falls, falls

MM ⊂⊂ RR
PP

CC :: MM →→ RR

CC((tt ++ ((11 −− tt))ww)) ≤≤ ttCC(( )) ++ ((11 −− tt))CC((ww)),, ∀∀ww,, ∈∈ MM ,, tt ∈∈ ((00,, 11))ww′′ ww′′ ww′′

CC

CC((tt ++ ((11 −− tt))ww)) << ttCC(( )) ++ ((11 −− tt))CC((ww)),, ∀∀ww ≠≠ ,, tt ∈∈ ((00,, 11))ww′′ ww′′ ww′′
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Konvexe FunktionenKonvexe Funktionen
sei sei  eine nichtleere Teilmenge eine nichtleere Teilmenge

 heißt  heißt konvexkonvex, falls folgende Bedingung erfüllt ist, falls folgende Bedingung erfüllt ist

 heißt  heißt strikt konvexstrikt konvex, falls, falls

MM ⊂⊂ RR
PP

CC :: MM →→ RR

CC((tt ++ ((11 −− tt))ww)) ≤≤ ttCC(( )) ++ ((11 −− tt))CC((ww)),, ∀∀ww,, ∈∈ MM ,, tt ∈∈ ((00,, 11))ww′′ ww′′ ww′′

CC

CC((tt ++ ((11 −− tt))ww)) << ttCC(( )) ++ ((11 −− tt))CC((ww)),, ∀∀ww ≠≠ ,, tt ∈∈ ((00,, 11))ww′′ ww′′ ww′′
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wenn wenn  differenzierbar ist auf  differenzierbar ist auf , kann Konvexität auch folgendermaßen definiert, kann Konvexität auch folgendermaßen definiert
werden:werden:

und umgeformt ergibt dasund umgeformt ergibt das

CC MM

CC(( )) −− CC((ww)) ≥≥ ((ww −− )) ⋅⋅ CC((ww)),, ∀∀ww,, ∈∈ MMww′′ ww′′ ∇∇ww ww′′

CC(( )) ≥≥ ))ww′′ CC((ww)) ++ CC((ww)) ⋅⋅ (( −− ww))∇∇ww ww′′

  
Tangente an der Stelle Tangente an der Stelle ww
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CC(( )) ≥≥ ))ww′′ CC((ww)) ++ CC((ww)) ⋅⋅ (( −− ww))∇∇ww ww′′

  
Tangente an der Stelle Tangente an der Stelle ww
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Satz - Minima konvexer FunktionenSatz - Minima konvexer Funktionen

ist ist   konvexkonvex, dann ist jeder kritische Punkt von , dann ist jeder kritische Punkt von  ein globales Minimum ein globales Minimum
ist ist   strikt konvexstrikt konvex, dann besitzt , dann besitzt  höchstens ein globales Minimum höchstens ein globales Minimum

CC CC
CC CC
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Was bisher geschah…Was bisher geschah…

L-Glattheit garantiert Konvergenz zu einem kritischen PunktL-Glattheit garantiert Konvergenz zu einem kritischen Punkt
Konvexität garantiert das jeder kritische Punkt globales Minimum istKonvexität garantiert das jeder kritische Punkt globales Minimum ist

77 .. 88



1. Satz über Konvergenzgeschwindigkeit von GD1. Satz über Konvergenzgeschwindigkeit von GD

Annahmen:Annahmen:

 konvex und L-glatt konvex und L-glatt

Ergebnis:Ergebnis:

nach nach  Schritten ist der Fehler  Schritten ist der Fehler 
beschränkt durch:beschränkt durch:

Konvergenzgeschwindigkeit vonKonvergenzgeschwindigkeit von

CC ∈∈ CC
22

CC

ηη ≤≤ 11
LL

KK CC(( ))wwKK

00 ≤≤ CC(( )) −− CC(( )) ≤≤wwKK ww∗∗
|||| −− ||ww00 ww∗∗ ||22

22ηηKK

OO((11//KK))

88



 geht es noch schneller  geht es noch schneller 

99 .. 11



Sei Sei  und  und  wenn der kleinste Eigenwert  wenn der kleinste Eigenwert  von  von  ist, s.d. ist, s.d.
, dann heißt , dann heißt   -stark konvex-stark konvex..

Für alle Für alle  gilt dann: gilt dann:

CC :: →→ RRRR
PP CC ∈∈ CC2

2 ((ww))λλPP HHww

iinn ((ww)) ≥≥ cc >> 00ffww∈∈RRPP λλPP CC cc

ww,, ∈∈ww′′
RR
PP

CC(( )) −− CC((ww)) ≥≥ (( −− ww)) CC((ww)) ++ |||| −− ww|| ,,ww′′ ww′′ ∇∇ww

cc

22
ww′′ ||22

99 .. 22



2. Satz über Konvergenzgeschwindigkeit von GD2. Satz über Konvergenzgeschwindigkeit von GD

Annahmen:Annahmen:

 ist L-glatt ist L-glatt
 ist c-stark konvex ist c-stark konvex

Lernrate istLernrate ist
..

Ergebnis:Ergebnis:

nach nach  Schritten ist der Fehler  Schritten ist der Fehler  beschränkt beschränkt
durch:durch:

Konvergenzgeschwindigkeit von Konvergenzgeschwindigkeit von 

CC

CC

ηη ≤≤ 11//LL

KK CC(( ))wwKK

CC(( )) −− CC(( )) ≤≤ ((11 −− ηηcc ⋅⋅ ((CC(( )) −− CC(( ))))wwKK ww∗∗ ))KK ww00 ww∗∗

OO((((11 −− ηηcc ))))KK
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 ist das Problem jetzt perfekt gelöst  ist das Problem jetzt perfekt gelöst 

1010



unsere bisherige Update-Formel …unsere bisherige Update-Formel …

 mit  mit 

ProblemProblem
in der Praxis ist in der Praxis ist  oft riesig (Millionen oder Milliarden) oft riesig (Millionen oder Milliarden)

KonsequenzKonsequenz
Berechnung von Berechnung von  ist extrem rechenintensiv und in der Praxis viel zu ist extrem rechenintensiv und in der Praxis viel zu

langsamlangsam

IdeeIdee
schätzen des wahren Gradienten schätzen des wahren Gradienten , anhand eines einzigen, zufällig, anhand eines einzigen, zufällig

ausgewählten Datenpunkt ausgewählten Datenpunkt  aus dem Datensatz  aus dem Datensatz 

== −− ηη ⋅⋅ ∇∇CC(( ))wwkk++11 wwkk wwkk ∇∇CC(( )) == ll(( (( )),, ))wwkk
11
mm
∑∑mm

ii==11 ∇∇ww ffwwkk
xxii yyii

mm

→→wwkk wwkk++11

∇∇CC(( ))wwkk

(( ,, ))xx~~kk yy~~kk SS
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Stochastic Gradient Descent (SGD)Stochastic Gradient Descent (SGD)
wähle in jedem Schritt wähle in jedem Schritt  ein Datenpaar  ein Datenpaar  zufällig und gleichverteilt aus zufällig und gleichverteilt aus
dem gesamten Datensatz dem gesamten Datensatz  aus aus
berechne das Update nur basierend auf diesem einen Punkt:berechne das Update nur basierend auf diesem einen Punkt:

kk (( ,, ))xx~~kk yy~~kk

SS

== −− ηη ⋅⋅ ll(( (( )),, ))wwkk++11 wwkk ∇∇ww ffwwkk
xx~~kk yy~~kk
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Warum funktioniert das ?Warum funktioniert das ?

stochastische Gradient ist ein erwartungstreuer Schätzer für den wahrenstochastische Gradient ist ein erwartungstreuer Schätzer für den wahren
GradientenGradienten

EE[[ || == ]] ==wwSSDDGG
kk++11 wwSSDDGG

kk
wwGGDD
kk

wwGGDD
kk++11
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BemerkungBemerkung

in der Praxis wird nur selten ein einziger Punkt verwendetin der Praxis wird nur selten ein einziger Punkt verwendet

Mini-Batch SGDMini-Batch SGD

wähle einen kleinen Mini-Batch wähle einen kleinen Mini-Batch  von  von  zufälligen Datenpunkten zufälligen Datenpunkten
berechne den Gradienten als Durchschnitt über diesen Mini-Batch:berechne den Gradienten als Durchschnitt über diesen Mini-Batch:

BB bb

== −− ηη ⋅⋅ ll(( (( )),, ))wwkk++11 wwkk

11
bb
∑∑

(( ,, ))∈∈BBxx~~ yy~~
∇∇ww ffwwkk

xx~~ yy~~
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Vorteile - Mini-Batch SGDVorteile - Mini-Batch SGD

geringere Varianzgeringere Varianz
EffizienzEffizienz
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Konvergenz von SGDKonvergenz von SGD
Annahmen:Annahmen:

 und  und , s.d., s.d.

 durch SGD auf  durch SGD auf  erzeugt erzeugt

 L-glatt und konvex L-glatt und konvex

Ergebnis: Ergebnis: 

Konvergenzrate ist Konvergenzrate ist 

CC ∈∈ CC
22 ∃∃ ∈∈ww∗∗ RR

PP

CC(( )) ==ww∗∗
ll(( (( )),, )) == 0011

mm
∑∑mm

ii==11 ffww∗∗ xxii yyii

((wwkk))kk≥≥00 CC

::==ww̄̄̄̄̄̄̄̄kk
11
kk
∑∑kk−−11

ii==00 wwii

ww ↦↦ (( ))llww xxii

∀∀ii == 11,, …… ,,mm

ηη << 11
22LL

∀∀kk ≥≥ 11

EE[[CC(( ))]] ≤≤ww̄̄̄̄̄̄̄̄kk
|||| −− ||ww00 ww∗∗ ||22

22ηη((11−−22ηηLL))kk

OO((11//KK))
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Konvergenz von SDGKonvergenz von SDG
Annahmen:Annahmen:

 und  und , s.d., s.d.

 durch SGD auf  durch SGD auf 
erzeugterzeugt

 L-glatt und c- L-glatt und c-
stark konvex stark konvex 

Ergebnis: Ergebnis: 

Konvergenzrate Konvergenzrate 

CC ∈∈ CC
22 ∃∃ ∈∈ww∗∗ RR

PP

CC(( )) ==ww∗∗
ll(( (( )),, )) == 0011

mm
∑∑mm

ii==11 ffww∗∗ xxii yyii

((wwkk))kk≥≥00 CC

::==ww̄̄̄̄̄̄̄̄kk
11
kk
∑∑kk−−11

ii==00 wwii

ww ↦↦ (( ))llww xxii

∀∀ii == 11,, …… ,,mm

ηη << 11
22LL

∀∀kk ≥≥ 11

EE[[|||| −− || ]] ≤≤ ((11 −− ηηccwwkk ww∗∗ ||22 ))kk |||| −− ||||ww00 ww∗∗
22

OO(( )),, ρρ << 11ρρKK

1111 .. 88
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Der Heavy Ball AlgorithmusDer Heavy Ball Algorithmus
Die Update-Formel mit MomentumDie Update-Formel mit Momentum::

ParameterParameter::

  Momentum-ParameterMomentum-Parameter - bestimmt wie viel vom letzen Schritt - bestimmt wie viel vom letzen Schritt
behalten wirdbehalten wird

: Standard Gradient Descent: Standard Gradient Descent
: Typischer Wert (viel Schwung): Typischer Wert (viel Schwung)

== ++wwkk++11 wwkk −−ηη∇∇CC(( ))wwkk
  

Gradienten-UpdateGradienten-Update

ββ(( −− ))wwkk wwkk−−11
  
Momentum-TermMomentum-Term

ββ ∈∈ [[00,, 11))

ββ == 00
ββ ≈≈ 0.90.9
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Das exponentielle GedächtnisDas exponentielle Gedächtnis

−− == −−ηη∇∇CC(( ))ww11 ww00 ww00

−− == −−ηη∇∇CC(( )) ++ ββ == −−ηη((∇∇CC(( )) ++ ββ∇∇CC(( ))))ww22 ww11 ww11 (( −− ))ww11 ww00
  

ersetzenersetzen

ww11 ww00

⋮⋮
−− == −−ηη ∇∇CC(( ))wwkk wwkk−−11 ∑∑kk

ii==11 ββ
kk−−ii wwii−−11
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BemerkungBemerkung

L-glatte, konvexe FunktionenL-glatte, konvexe Funktionen: Konvergenzrate : Konvergenzrate 
L-glatte, c-stark konvexe FunktionenL-glatte, c-stark konvexe Funktionen: Konvergenzrate: Konvergenzrate

gibt weitere Algorithmen, die das Momentum-Konzept nutzen, wie z.B. Adamgibt weitere Algorithmen, die das Momentum-Konzept nutzen, wie z.B. Adam

OO((11//kk))

OO(( )) ffüür ein r ein rr ∈∈ ((00,, 11))rrkk
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Konvergenz - im allgemeinen FallKonvergenz - im allgemeinen Fall
keine Garantie für Konvergenz zu gobalen oder lokalen Minimumkeine Garantie für Konvergenz zu gobalen oder lokalen Minimum
garantiert nur Konvergenz zu stationären Punkt garantiert nur Konvergenz zu stationären Punkt 
über die Konvergenzgeschwindigkeit kann keine Aussage getroffen werdenüber die Konvergenzgeschwindigkeit kann keine Aussage getroffen werden
aber ist aber ist  L-glatt, konvergiert die Norm des Gradienten gegen 0 L-glatt, konvergiert die Norm des Gradienten gegen 0

∇∇CC(( ))ww∗∗

CC((ww))

∥∥∇∇CC(( ))∥∥ ≤≤minmin
00≤≤kk≤≤KK

wwkk LL((CC(( )) −− CC(( ))))ww00 ww∗∗

ηη((KK ++ 11))

−− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
√√
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BisherBisher: : 
ProblemProblem: in der Realität selten völlig frei von Nebenbedingungen: in der Realität selten völlig frei von Nebenbedingungen

ww ∈∈ RR
PP
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Optimierung mit NebenbedingungenOptimierung mit Nebenbedingungen

minmin
ww

s. t.s. t.
s. t.s. t.

CC((ww)),,

((ww)) == 00,,   ii == 11,, …… ,, rr,,hhii

((ww)) ≤≤ 00,,   ii == 11,, …… ,, pp..ffii
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Lösung : Lagrange MultiplikatorenLösung : Lagrange Multiplikatoren

wandeln das beschränkte Problem in ein unbeschränktes Problem umwandeln das beschränkte Problem in ein unbeschränktes Problem um

 - Lagrange Multiplikatoren - Lagrange Multiplikatoren

LL((ww,, αα,, ββ)) == CC((ww)) ++ ∑∑ ((ww)) ++ ∑∑ ((ww))ααiihhii ββiiffii
αα ∈∈ ,, ββ ∈∈ [[00,, ∞∞RR

rr ))pp

,,ααii ββii
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Primale Problem (Min-Max)Primale Problem (Min-Max)

primale Funktion primale Funktion 
Optimierungsproblem wird zu: Optimierungsproblem wird zu: 

Analyse von Analyse von ::

Fall 1Fall 1: :  verletzt Regel (z.B.  verletzt Regel (z.B. ))
 (Unendliche Strafe) (Unendliche Strafe)

Fall 2Fall 2: :  hält Regeln ein hält Regeln ein  Alle Strafterme sind  Alle Strafterme sind  (für  (für ) oder ) oder  (für  (für ))
Maximum (bei Maximum (bei ) ist genau ) ist genau 

((ww)) ::== LL((ww,, αα,, ββ))ggprimprim maxmaxαα,,ββ≥≥00
((ww))minminww ggprimprim

((ww))ggprimprim

ww ((ww)) ≠≠ 00hhii ⇒⇒ ((⋯⋯ ++ ((ww)))) →→ ∞∞maxmaxαα ααiihhii

((ww)) == ∞∞ggprimprim
ww ⇒⇒ 00 hh ≤≤ 00 ff

ββ == 00 CC((ww))
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Duales ProblemDuales Problem

duale Funktion duale Funktion 
duale Problem maximiert diese untere Schranke :duale Problem maximiert diese untere Schranke :

((αα,, ββ)) ::== LL((ww,, αα,, ββ))ggdualdual minminww

== ((αα,, ββ))dd∗∗ maxmax
αα,,ββ≥≥00

ggdualdual
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in einigen Fällen ist in einigen Fällen ist , das nennt man , das nennt man starke Dualitätstarke Dualität

LL((ww,, αα,, ββ)) ≤≤ ((ww)),, ∀∀ww ∈∈ ,, αα ∈∈ ,, ββ ∈∈ [[00,, ∞∞ggprimprim RR
PP

RR
rr ))pp

≤≤ LL((ww,, αα,, ββ)) ≤≤ ((ww))LL((ww,, αα,, ββ))minmin
ww∈∈RRPP

  
((αα,,ββ))ggdualdual

ggprimprim

⇒⇒ ((αα,, ββ)) ≤≤ ((ww)) ==ggdualdual minminww ggprimprim pp∗∗

⇒⇒ ≤≤dd∗∗ pp∗∗

==dd∗∗ pp∗∗
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Karush-Kuhn-Trucker (KKT) BedingungKarush-Kuhn-Trucker (KKT) Bedingung

BedingungBedingung FormelFormel

1. Stationarität1. Stationarität

2. Zulässigkeit2. Zulässigkeit

3. Duale Zulässigkeit3. Duale Zulässigkeit

4. Komplementärer Schlupf4. Komplementärer Schlupf

LL(( )) == 00∇∇ww ww∗∗

(( )) == 00hhii ww
∗∗

(( )) ≤≤ 00ffii ww
∗∗

≥≥ 00ββ∗∗
ii

⋅⋅ (( )) == 00ββ∗∗
ii ffii ww

∗∗
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Frage:Frage: Wann können wir uns auf KKT verlassen? Wann können wir uns auf KKT verlassen?

1. Die Notwendigkeit (1. Die Notwendigkeit ( ))

WennWenn Starke Dualität gilt ( Starke Dualität gilt ( ),),
DannDann erfüllen die optimalen Lösungen ( erfüllen die optimalen Lösungen ( ) zwingend die KKT-) zwingend die KKT-
Bedingungen.Bedingungen.

2. Die Hinlänglichkeit (2. Die Hinlänglichkeit ( ))

WennWenn alle Funktionen ( alle Funktionen ( ) ) affinaffin (linear) sind, (linear) sind,
DannDann reicht das Erfüllen der KKT-Bedingungen aus, um sicher zu sein: Wir haben reicht das Erfüllen der KKT-Bedingungen aus, um sicher zu sein: Wir haben
das Optimum gefunden!das Optimum gefunden!

⇒⇒

==dd∗∗ pp∗∗

,, ,,ww∗∗ αα∗∗ ββ∗∗

⇐⇐
,,hhii ffii
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Zusammenfassung: Der “Optimierungs-Werkzeugkasten”Zusammenfassung: Der “Optimierungs-Werkzeugkasten”
1. 1. Der Motor:Der Motor: Gradient Descent (GD) nutzt die Ableitung erster Ordnung, um das Gradient Descent (GD) nutzt die Ableitung erster Ordnung, um das

Minimum zu finden.Minimum zu finden.
2. 2. Der Turbo:Der Turbo: Stochastic GD (SGD) ermöglicht Training auf riesigen Datenmengen Stochastic GD (SGD) ermöglicht Training auf riesigen Datenmengen

durch Approximation.durch Approximation.
3. 3. Das Momentum :Das Momentum : Heavy Ball hilft über flache Täler und aus lokalen Minima Heavy Ball hilft über flache Täler und aus lokalen Minima

heraus.heraus.
4. 4. Die Regeln:Die Regeln: Lagrange und KKT erlauben uns, harte Nebenbedingungen Lagrange und KKT erlauben uns, harte Nebenbedingungen

mathematisch exakt einzuhalten.mathematisch exakt einzuhalten.
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Vielen Dank für dieVielen Dank für die
AufmerksamkeitAufmerksamkeit

Fragen?Fragen?

“Optimization is the bridge between data and intelligence.”“Optimization is the bridge between data and intelligence.”
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