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e Signale in der Technik und Physik — digitale Musik erzeugen

15

Sendesignal nach Ddmpfung, Tiefpasseinfliissen

durch den Kanal sowie mit weiBem Rauschen

Periodische Prozesse in Natur, Technik und Medizin

Y1

Ty T

e Mathematischer Nutzen: Differenzialgleichungen l6sen
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Einstieg;:
Was sind Fourierreihen?



e Fourierreihen wurden erfunden von Joseph Fourier im
Jahre 1822.
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S tor ot NS

Jahre-1822-

e Bereits im 18ten Jahrhundert kannten Mathematiker wie

Euler, Lagrange oder die Bernoullis Fourierreihen fiir
einige Funktionen.
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o Fourierrei I ‘ ho Fourieri
Jahre1822-

e Bereits im 18ten Jahrhundert kannten Mathematiker wie
Euler, Lagrange oder die Bernoullis Fourierreihen fiir
einige Funktionen.

e 1822 stellte Fourier in seinem Werk Théorie analytique
de la chaleur (Analytische Theorie der Warme) die
Vermutung auf, dass es fiir alle Funktionen ein solche

Reihenentwicklungen gibe.
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o Fourierrei I ‘ ho Fourieri
Jahre1822-

e Bereits im 18ten Jahrhundert kannten Mathematiker wie
Euler, Lagrange oder die Bernoullis Fourierreihen fiir
einige Funktionen.

e 1822 stellte Fourier in seinem Werk Théorie analytique
de la chaleur (Analytische Theorie der Warme) die
Vermutung auf, dass es fiir alle Funktionen ein solche

Reihenentwicklungen gibe.

e Die Korrektheit dieser Vermutung wird in diesem
Vortrag diskutiert.
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Was: Fourrierreihen sind mathematische Reihen aus trigonometrischen Funktionen
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Was: Fourrierreihen sind mathematische Reihen aus trigonometrischen Funktionen
Ziel: Ziel einer Fourierreihe ist es eine periodische Funktion f zu approximieren.
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Was: Fourrierreihen sind mathematische Reihen aus trigonometrischen Funktionen
Ziel: Ziel einer Fourierreihe ist es eine periodische Funktion f zu approximieren.
Definition 4.1.1 Periodische Funktion

Sei P>0,PcRund f:R — R, wenn Vx € R: f(x + P) = f(x)

dann heiBt f periodisch mit Periode P. Die kleinste Periode T heift Hauptperiode.
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Was: Fourrierreihen sind mathematische Reihen aus trigonometrischen Funktionen.
Ziel: Ziel einer Fourierreihe ist es eine periodische Funktion f zu approximieren.
Definition 4.1.1 Periodische Funktion

Sei P>0,PcRund f:R — R, wenn Vx € R: f(x + P) = f(x)

dann heiBt f periodisch mit Periode P. Die kleinste Periode T heift Hauptperiode.

Definition Fouriers Vermutung

Sei f eine beliebige periodische? Funktion mit Periode 27r. Dann kénnen wir diese
schreiben als

0 (e.e]
2—1—; akcos (kx) + bysin (kx))

“Fourier sprach von einer beliebigen Funktion, aber das Buch beschrankt sich auf periodische
Funktionen. 5/56



Definition Taylorreihen
Sei f : Df — R eine Funktion und xg € Df ein Punkt fiir den f(xp) bekannt ist. So
|asst sich f beschreiben als

f(x) = Z ag(x — xo)k
k=0
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Definition Taylorreihen
Sei f : Df — R eine Funktion und xg € Df ein Punkt fiir den f(xp) bekannt ist. So
|asst sich f beschreiben als

f(x) = Z ag(x — xo)k
k=0

Taylorreihe Fourierreihe
e Besteht aus Polynomen e Besteht aus Sinus- und Cosinus-Funtkionen
e Konvergiert lokal e Konvergenz: ?
e Vorraussetzung: f glatt e \orraussetzung: f periodisch und ?
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Beweis

Sei f eine Funktion mit einer beliebigen Periode T, also sei f(x + T) = f(x).
Sei g(x) = f(ZL;) Dann sieht man:

g(x +2r) = f(W) - f(zL; +7)

Da f die Periode T hat, ist weiter f(2% + T) = f(2%) = g(x).
Deshalb kann man im Folgenden fiir jedes f ein f mit der Periode 27 finden.
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Trigonometrische Polynome



Definition Trigonometrische Polynome - Definition
Ist N € IN, so heilt die Funktion

2

R—R,x— % + Z (akcos (kx) + by sin (kx))
k=1

trigonometrisches Polynom vom Grad N. Fiir N = oo erhalten wir eine
Fourierreihe, auch genannt trigonometrische Reihe:

a > .
?0 I kz_:l (ak cos (kx) + by sin (kx))
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Beispiele von einfachen trigonometrischen Polynomen mit endlichen N

1 1
cos® = 5 + 5 cos(2x)
1
sin® = %sin(x) =7 sin(3x)
(2P = i) () — B
8 16 16
1 1
(cos®sin?)(x) = 3 cos(x) — 1 cos(3x) — 1—16 cos(5x)
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Trigonometrische Polynome:
Visualisierungen der Genese



Beispiele von einfachen trigonometrischen Polynomen mit endlichen N

1 1
2 — —
cos” = 5 + > cos(2x)
1
sin® = %sin(x) =7 sin(3x)
(2P = i) () — B
8 16 16
1 1
(cos®sin?)(x) = 3 cos(x) — 1 cos(3x) — 1—16 cos(5x)
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1. Zielfunktion cos?(x)
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COS X
0.5
-1

1. Zielfunktion cos?(x)

2. Start mit Cosinus: cos(x)
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1. Zielfunktion cos?(x)

2. Start mit Cosinus: cos(x)

3. Frequenz erhdhen: cos(2x)
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1. Zielfunktion cos?(x)

2. Start mit Cosinus: cos

3. Frequenz erhdhen: cos

(x
(2

4. Amplitude halbieren: % .

)
x)
cos(2x)
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. Zielfunktion cos?(x)

. Start mit Cosinus: cos(x)

. Frequenz erhdhen: cos(2x)

. Amplitude halbieren: 1 - cos(2x)

. Nach oben Schieben: 1 + 1 - cos(2x)

a b WON =
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Beispiele von einfachen trigonometrischen Polynomen mit endlichen N

1 1
cos® = 5 + 5 cos(2x)
1
sin® = Zsin(x) — 3 sin(3x)
(2P = i) () — B
8 16 16
1 1
(cos®sin?)(x) = 3 cos(x) — 1 cos(3x) — 1—16 cos(5x)
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1. Kompliziertere Funktion sin3(x)

INER

SN
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2sin x
0.5 &
T3 #05 3 5 =
-1

1. Kompliziertere Funktion sin3(x)
2. Wir starten mit 2 sin(x)
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\

I

|
o
o1
B
N3
»|

1. Kompliziertere Funktion sin3(x)
2. Wir starten mit 2 sin(x)
3. Addieren die Funktion —1 sin(3x) auf.
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0.5
DN Ty ~ 1 =
2 0.5 4 2 %

-1

1. Kompliziertere Funktion sin3(x)

2. Wir starten mit 3 sin(x)

3. Addieren die Funktion —1 sin(3x) auf.

4. Die punktuelle Addition zeigt das Entstehen von Gleichheit.
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Trigonometrische Polynome:
Besipielbeweis




2

Beweis cos? = 1 + I cos(2x)
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. 2_1,1
Beweis cos” = 5 + 5 cos(2x)

Tylorreihen fiir cos, sin und e

2 4 6 8
. x=  x* x® x
Cosinus: cosC)=l-or+ T~ @ Tar
; . 3 5 7
x x> ix? i
Sinus: i si — X — = —
inus isin(x) = ix S R
2 3 4 5 6
) . x o ox2 i Xt e X0 .
Formel von Euler: e = 1 o + T + TR cos(x) + isin(x)
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. 2_1,1
Beweis cos” = 5 + 5 cos(2x)

Tylorreihen fiir cos, sin und e

2
Cosinus:

TTRITE
Sinus: i sin( ):/x—ii<+I;(!3 I;S 1;7
Formel von Euler: e =1- % )j + 1;3 + ):: - I;S - ZT -+« = cos(x) + isin(x)
Es ergeben sich folgende Formeln:
cos(x) = eX | =i ix
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2+ 1 cos(2x)

Beweis cos(x)? =

Cos

1 1
=3 + 5 cos(2x)
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eX — g—ix 2
cos® = <2> Eulersche Formel

1 1
=3 + 5 cos(2x)
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1.1
= > 2COS

(2x)

Eulersche Formel

2te Binomische Formel
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((eiX)2 4 2eX . _emix 4 ((e*"x)2> 2te Binomische Formel

. N
X _ a—ix
<626> Eulersche Formel
1
4
1
~ 2

(2 +e e ’2X) Kiirzen
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Eulersche Formel

2te Binomische Formel
Kiirzen

Ausklammern
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Eulersche Formel

2te Binomische Formel
Kiirzen
Ausklammern

Trigonometrisches Polynom B
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Trigonometrische Polynome:
Fragen an die Trigonometrischen Polynome




Fragen an die Trigonometrischen Polynome:
Trigonometrisches Polynom

2 1 SV | (ak cos (kx) + by sin (kx))

1. Wie findet man Koeffizienten a,, ax, bx?

2. Kann jede Funktion f dargestellt werden?
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Der Vektorraum




Definition Untervektorraum Ty

Sei CO([—m,]) der Vektorraum der stetigen Funktionen auf dem Intervall [, 7].
Sei Ty C CO([—m,7]) der von den Funktionen c,, s, aufgespannte Untervektorraum
mit n > 0,m > 0, und n, m < N. AuBerdem seien die aufspannenden Funktionen:

co(x) = \/12?, cn(x) = \/17? cos(nx), Sm = \/1E sin(mx)

Wir betrachten also den Vektorraum:

TN:{C07C13"' yCN,y S1, - ° 75N}
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1. Frage an den Vektorraum der Trigonometrischen Polynome:
Falls f € Ty, ist f eine Linarkombination der Vektoren ¢, und s,. Es gibt also Zahlen

a, und B, mit

f(x) =
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1. Frage an den Vektorraum der Trigonometrischen Polynome:
Falls f € Ty, ist f eine Linarkombination der Vektoren ¢, und s,. Es gibt also Zahlen

a, und B, mit

N N
f(X) = Zancn + Z bmsm =
n=0 m=1
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1. Frage an den Vektorraum der Trigonometrischen Polynome:
Falls f € Ty, ist f eine Linarkombination der Vektoren ¢, und s,. Es gibt also Zahlen

a, und B, mit

N N N
= Zancn = Z bmSm = — + Z ay cos (kx) + By sin (kx)) .
n=0 m=1 k=1
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1. Frage an den Vektorraum der Trigonometrischen Polynome:
Falls f € Ty, ist f eine Linarkombination der Vektoren ¢, und s,. Es gibt also Zahlen

a, und B, mit
N N N
= Zancn = Z bmSm = — + Z ay cos (kx) + By sin (kx)) .
=0 —il k=1

Wie findet man diese sogenannten Fourier-Koetfizienten?

19/56



2. Frage an den Vektorraum der Trigonometrischen Polynome

Wenn f ¢ Ty. Welche Funktion ist dann die beste
Approximation fiir 7
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2. Frage an den Vektorraum der Trigonometrischen Polynome

Wenn f ¢ Ty. Welche Funktion ist dann die beste
Approximation fiir 7

Hierfiir suchen wir die orthogonale Projektion P(f) auf den
Untervektorraum Ty.

Abstand minimal f

Dadurch wird der Abstand zu f minimal und P(f) ist die [;,mmm,¥>
beste Approximation. R
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2. Frage an den Vektorraum der Trigonometrischen Polynome

Wenn f ¢ Ty. Welche Funktion ist dann die beste
Approximation fiir 7

Hierfiir suchen wir die orthogonale Projektion P(f) auf den
Untervektorraum Ty.

Abstand minimal f

Dadurch wird der Abstand zu f minimal und P(f) ist die [;,mmm,¥>
beste Approximation. R

3. Frage an den Vektorraum: Fouriers Vermutung
Konvergiert der Abstand von |P(f) — f| gegen 0, wenn N — oo fiir jede Funktion 7
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Frage an den Vektorraum der Trigonometrischen Polynome:
Zusammenfassung

1. Wie finden wir geeignete Koeffizienten?

2. Welche Funktion ist die beste Approximation fiir f?

— Wir brauchen einen Orthogonalititsbegriff.

3. Konnen wir jede Funktion f durch eine Fouruierreihe darstellen?

— Wir brauchen einen Abstandsbegriff.
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Der Vektorraum:
Skalarprodukt




Def. Skalarprodukt

Sei V ein reeller Vektorraum.

1. Ein Skalarprodukt wird ordnet zwei Vektoren x,y € V eine Zahl zu. Es ist eine
Abbildung (-,) : V x V = R, (x,y) — (x,y) und erfpllt dabei drei Regeln:
i Symmetrie: Vx,y € V : (x,y) = (y,x)
i Biliniaritat:
- Vx,y,z€ Vi {x,y+2z)=(x,y)+ (x,2)
- Vx,y € V,a e R: (x,ay) = alx, y)
iii Postive Definitheit: Vx € V : (x,x) > 0 und nur (x,x) =0, wenn x = 0.
2. Ein reeller Vektorraum V zusammen mit einem Skalarprodukt (-, -) heit auch
euklidischer Vektorraum (-, -).
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Im Vektorraum der stetigen Funktionen C° ist das Skalarprodukt
(f,g) = | f(x)g(x)dx.
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Im Vektorraum der stetigen Funktionen C° ist das Skalarprodukt

(f.g) = [ f(x)g(x)dx.
Auf dem eingeschrinkten Raum CO([—,7]) gilt also das Skalarprodukt

(f.g) = |2, f(x)g(x)ax.
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Im Vektorraum der stetigen Funktionen C° ist das Skalarprodukt

= [ f(x)g(x)dx

Auf dem eingeschrinkten Raum CO([—,7]) gilt also das Skalarprodukt

(f,g) = [T _f(x)g(x)dx.

Beweis Beweis Skalarprodukt

i (f.g)=J", f(X)g(X)dX=< )
iia (f,g+hy = [T _f(x)(g(x)+ h(x))dx = [T_Ff(x)g(x)dx + [_f(x)h(x)dx
(f,g) +(f, h)
ib (f,ag) = [ f(x)ag(x)dx = ["_f(x)g(x)dx = o(f, g)
i (f, ) = 7 _f(x)%dx = ["_g(x)dx,

g(x)>0Vx=(g,8)=0<g=0 = (f,f)=0«<1f=0,(f,f) >0 sonst. 23/56



Orthogonalitat

Zwei Vektoren x,y € V heilen orthogonal, falls (x,y) = 0. Man schreibt x L y.
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Orthogonalitat
Zwei Vektoren x,y € V heilen orthogonal, falls (x,y) = 0. Man schreibt x L y.

Definition Trigonometrische Orthogonalitdten

Sei n,k € N
2t n=k =0, 0 n=k=0,
™
L /_WCOS(kX)COS(nX)dX: ™ n=k#0, 9 /ﬁsin(kx)sin(nx)dX: T n=k+#0,
0 n+#k - 0 ntk

3. /Tr sin(kx) cos(nx) dx = 0.

—T

24/56



Info Vektoren des Verktorraums

1 1
= —= cos(nx), Sm = —= sin(mx)

c(x) = i cn(x) NG Nz

Beweis Orthogonalitat der aufspannenden Vektoren - 1

—T 27 ™ 27['2 —T
1 1 1 T
2.(co, S5m) = Wor sin(mx)dx = = sin(mx)dx =0

25/56



Cosinus:

cos(ax)

f
cos(ax)

N

cos(ax)




Beweis Orthogonalitdt der aufspannenden Vektoren - 2

3.(¢cn,5m) = n, m beliebig
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Beweis Orthogonalitdt der aufspannenden Vektoren - 2

1
3.(¢cn,5m) = —— cos(
AT

nx)\}TT sin(mx)dx n, m beliebig Def.
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Beweis Orthogonalitdt der aufspannenden Vektoren - 2

1
3.(¢cn,5m) = —— cos(

nx)i
—n VT VT

1 ™
= / cos(nx) sin(mx)dx Linearitat
T

—Tr

sin(mx)dx n, m beliebig Def.

Additionstheoreme

sin(a + ) = sina - cos B + cosa - sin 3
sin(a — ) =sina - cos B — cos« - sin

sin(a + B) + sin(a — B)
2 27/56

= sina - cos B =



Beweis Orthogonalitdt der aufspannenden Vektoren - 2

™

_ﬂf VT

1
= / cos(nx) sin(mx)dx Linearitit
™ —Tr

3.(cnySm) = cos(nx)—=sin(mx)dx n, m beliebig Def.
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Beweis Orthogonalitdt der aufspannenden Vektoren - 2

™

_ﬂf VT

1
= / cos(nx) sin(mx)dx Linearitit
™ —Tr

1 /w sin ((m + n)x) + sin ((m - n)x) .

X Additionstheorem
T 2

3.(cnySm) = cos(nx)—=sin(mx)dx n, m beliebig Def.

—T
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Beweis Orthogonalitdt der aufspannenden Vektoren - 2

™

3.(cnySm) = \f cos(nx)fsm(mx)dx n, m beliebig Def.

1

= / cos(nx) sin(mx)dx Linearitit
™ —Tr
1 /7 sin((m+ n)x) +sin

== / ( ) ( ) Additionstheorem
™ —T
1 (™ . . L

=5 » sin ((m + n)x dx + / sm )dx Linearitat
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Beweis Orthogonalitdt der aufspannenden Vektoren - 2

™

3.(cnySm) = \f cos(nx)fsm(mx)dx n, m beliebig Def.
1
= / cos(nx) sin(mx)dx Linearitit
™ —Tr
1 [7 sin ((m + n)x) + sin ( )
== / Additionstheorem
™ —T
1 (™ . . L
=5 sin ((m + n)x dx + / sm )dx Linearitat
U —T
=0 B Symmetrie des Sin.
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Beweis Orthogonalitdt der aufspannenden Vektoren - 3

1
4.(cp,Cm) = Vo cos(

—T

1
nx)ﬁ cos(mx)dx n,m#0,n# m, Def.
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Beweis Orthogonalitdt der aufspannenden Vektoren - 3

1
4.(cp,Cm) = Vo cos(

—T

1
nx)ﬁ cos(mx)dx n,m#0,n# m, Def.

Additionstheoreme 2

sin(x) sin(y) = %(cos(y — x) — cos(y + x)

cos(x) cos(y) = %(cos(y + x) + cos(y — x) -
5



Beweis Orthogonalitdt der aufspannenden Vektoren - 3

1
4.(cp,Cm) = Vo cos(

-

nx)\/17>T cos(mx)dx n,m#0,n % m, Def.
- 21/ (cos((m + n)x) + cos((m — n))dx Additionstheoreme 2
™ —T

Additionstheoreme 2

sin(x) sin(y) = %(cos(y — x) — cos(y + x)

cos(x) cos(y) = %(cos(y + x) + cos(y — x) -
5



Beweis Orthogonalitdt der aufspannenden Vektoren - 3

4.(cp,Cm) = / \lf (nx)T cos(mx)dx n,m#0,n# m, Def.
_! / % os((m + n)x)dx + cos((m — n))dx Additionstheoreme 2
m —Tr

Analog fiir (sp, Sm)- 30/56



Beweis Orthogonalitdt der aufspannenden Vektoren - 3

4.(cp,Cm) = / \/17? (nx)T cos(mx)dx n,m#0,n# m, Def.
_! / % cos((m + n)x)dx + cos((m — n))dx Additionstheoreme 2
m —Tr
= 21(/ cos((m + n)x)dx + / cos((m — n)x)dx) Linearitat
u —T -

Analog fiir (sp, Sm)- 30/56



Beweis Orthogonalitdt der aufspannenden Vektoren - 3

T 1
4.(cp,Cm) = / = (nx)T cos(mx)dx n,m#0,n# m, Def.
1 /™1
== / 5 cos((m + n)x)dx + cos((m — n))dx Additionstheoreme 2
m —Tr
1 ™ ™
= 2(/ cos((m + n)x)dx + / cos((m — n)x)dx) Linearitat
u -7 -7
_ 1 " " +
= 27T(/_7r cos(ux)dx + /;W Cos(vx)dx) u,velN

Analog fiir (sp, Sm)- 30/56



Beweis Orthogonalitdt der aufspannenden Vektoren - 3

T 1
4.(cp,Cm) = / = (nx)T cos(mx)dx n,m#0,n# m, Def.
1 /™1
== / 5 cos((m + n)x)dx + cos((m — n))dx Additionstheoreme 2
m —Tr
1 ™ ™
= 2(/ cos((m + n)x)dx + / cos((m — n)x)dx) Linearitat
u -7 -7
_ 1 " " +
= 27T(/_7r cos(ux)dx + /;W Cos(vx)dx) u,velN

BSymmetrie des Cosinus

Analog fiir (sp, Sm)- 30/56



Der Vektorraum:

Normierung




Definition Norm

Eine Norm auf einem Vektorraum V ist eine Abbildung || - || : V — R, v — ||v|| mit
den Eigenschaften

1. FiralleveV:v>0und|lv|][=0&v=0

2. Firalleve VundalleaeR: ||lav|| = |af ||v]]

3. Fir alle v, w € V gilt die Dreiecksungleichung ||v + w|| < ||v|| + ||w]]
Ein Vektorraum V' mit einer Norm || - || heift normierter Vektorraum (V|| - ||)
Induzierte Norm:
Sei V' mit dem Skalarprodukt (-, -) ein euklidischer Vektorraum.

Dann ist durch ||v|| = 1/(x, x) fiir x € Veine Norm auf V definiert und diese heifit
induzierte Norm.
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Definition Norm fiir Ty

Die induzierte Norm ist also ||f|| = /(f,f) = /[ f(x)?dx

Aus der Algebra folgt nun:

1. Parallelogramregel: ||x + y||*> + [|x — y|[2 = 2(||x||? + ||y]|?)
2. Satz des Pythagoras: ||x + y||?> = ||x||? + 2(x, y) + ||y||?

3.

4. Allgemeiner Winkelbegriff: o = arccos (Kﬁiy)‘)

Cauchy-Schwarz-Ungleichung: |(x,y)| <||x|| ||y]|

[IxITTIy T
LCS%] : R C.87]
Cauchy-Schwarz: Ty S 1= cos(ar) = XTI

Unter Betrachtung der Mehrdeutigkeit ist o« der Winkel zwischen x und y.
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Info Vektoren des Verktorraums
1 1 .
a(x) = — cn(x) = —= cos(nx), Sm = —= sin(mx)

va va

Beweis Normen der aufspannenden Vektoren

33/56



Info Vektoren des Verktorraums

1 1
a(x) = — cn(x) = N cos(nx), Gy = NG sin(mx)
Beweis Normen der aufspannenden Vektoren

1.(co, co)
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Info Vektoren des Verktorraums

1 1
= —= cos(nx), Sm = —= sin(mx)

c(x) = i cn(x) NG NG

Beweis Normen der aufspannenden Vektoren

1.(co, co) = \//_7; (\/1277T>2dx
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Info Vektoren des Verktorraums

1 1
= —= cos(nx), Sm = —= sin(mx)

c(x) = i cn(x) NG Nz

Beweis Normen der aufspannenden Vektoren

1.{co, c0) = \//_7; (\/127)2dx - [%} :T
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Info Vektoren des Verktorraums

1 1
= —= cos(nx), Sm = —= sin(mx)
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Beweis Normen der aufspannenden Vektoren

2.(cn, Cn)
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Beweis Normen der aufspannenden Vektoren

1 ™
2.(cn, Cn) = \/\/7?/ cos?(nx)dx Def. u. Linearitit
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Beweis Normen der aufspannenden Vektoren
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Beweis Normen der aufspannenden Vektoren

1 ™
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Der Vektorraum:

Orthonormalbasis




Definition 4.3.6
Eine Basis aus paarweise orthogonalen Einheitsvektoren (in einem endlichdimensionalen
Vektorraum) heift Orthonormalbasis (ONB).
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Definition 4.3.6
Eine Basis aus paarweise orthogonalen Einheitsvektoren (in einem endlichdimensionalen
Vektorraum) heift Orthonormalbasis (ONB).

Die Vektoren ¢y, ¢n, Sm haben Lange 1 und sind paarweise orthogonal.

= Die aufspannenden Vektoren von Ty bilden eine ONB.
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Der Vektorraum:
Finden der Koordinaten




Definition
Sei B = {ey,...,en} eine ONB in einem euklidischen Vektorraum V . Fiir einen Vektor
v € V ist die k-te Koordinate in der Basis B der Wert des Skalarprodukter (v, ex) oder

formal v =3""ni = 1{f, cp)cn + ump_1{f, Sm)sm(V, &) €&i.

N

(f,cn)cn + Z(f, Sm)Sm

NE

f(x) =

0
gesuchtes 3 gesuchtes aj, gesuchtes by
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Fir n = 0 erhalten wir

ao 1 1 i
0 _ e -
2= ()= = 5= | f(x)dx
und fir n bzw. m > 1:

1 1 [

anp = (f, c,,)—Tr = W/ f(x) cos(nx)dx
1 1 /7 :

bm = <f,5m)—7r = 7r/ f(x)sin(mx)dx W
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Der Vektorraum:

Beweis der Fouriervermutung




Abstand
Sei (V, || - ||) ein normierter Vektorraum V.
Dann ist ||[x — y|| ein MaB fiir den Abstand zweier U2 e
Ul » V3 e

Vektoren x, y.

Up e

LT

Definition 4.3.5

Sei (vp) eine Folge im normierten Vektorraum V.
Dann konvergiert die Folge gegen v, falls

— Voo|| = 0, mit Schreibweise

S

. Abbildung 2: Visualisierung
lim o0 ||Vn Konvergenz

liMp—oo = Voo.
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In einem Vektorraum V' mit Skalarprodukt (-, -) kénnen wir
eine Projektion suchen um die Anndherung mit dem

geringsten Abstand zu finden. N
Abstand = ||z — P(x)|| muu’x’nal
Definition AN
Unterraum [ | \
Die Projektion von x auf einen Vektor y # 0 ist —
_ ()
) = 224 . o
Seien U ein Unterraum von V und ey, ... e, eine ONB Abbildung 3: Projektion
von U.
Dann ist P(x) = 3.1 ;(x, e)e; die Projektion von Beweisidee: x — P(x) ist
xeVauf U orrhogonal zu jedem

Einheitsvektor e;.
Vonn allen Vektoren in U hat die Projektion P(x) den nhetstertor e

kleinsten Abstand von x.
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Die Projektion Py(f) einer Funktion f € V auf Ty ist

N

PN = (f, C0>C0 + Z ((f, Ck>Ck + <f75k>5k>
k=1

N
a0
== +kz:1 aycos (kx) + bysin (kx))

Die Projektion Py(f) € Ty ist damit das Fourier-Polynom vom Grad N mit den
Koeffizienten mit den eben errechneten Formeln.
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Fiir ein wachsendes N wird die Approximation durch Ppy(f) immer besser. Im

quadratischen Mittel gilt:

N“L“oo IIf — Pn(f)|I%. = Jim /ﬂ (F(x) - PN(f)dx(X))2 -0

—oo J_n

Das bedeutet, wir kdnnen alle periodischen Funktionen f € C% approximieren, sodass

die Fourierreihe konvergiert. B
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fowurzer,

1 . : . i 1
Erstellt mit Kl Abbildung 4: Fourier approves 42/56



Der Vektorraum:

Zusammenfassung




Alle periodischen Funktionen f sind anndherbar mit quadratischem Mittel O!
Man kann die Koeffizienten bestimmen mit den Formeln:

Fir n = 0 erhalten wir

a 1 _i 4
§—<f,co> = 277/ f(x)dx

—T

N

und fiir n bzw. m > 1:

&y = W Gp) ) cos(nx)dx

3\

B = i sm— )sin(mx)dx W

Ee L
L

§
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Weiteres Wissenswertes




Definition 4.4.1
Eine Funktion f : [—m, 7] — R heifit stiickweise stetig differenzierbar, wenn
folgende beiden Bedingungen erfiillt sind:
1. Mit Ausnahme endlich vieler Punkte ist f stetig differenzierbar.
2. Falls in jedem Ausnahmepunkt z und in den Randpunkten die einseitigen
Grenzwerte lim f(x), lim f(z) und lim 1 (=), lim f/(x) in R existieren.
z<z >z <z <z
\—\,—/
=f(z7) =f(z1)

Satz 4.4.2 (Dirichlet)
Sei f : [, 7] = R eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt
1. In jedem inneren Stetigkeitspunkt = € |—m, [ konvergiert die Fourier-
Reihe gegen den Wert f(x).

2. In einer Sprungstelle z ist der Grenzwert der Reihe gleich %

Abbildung 5: CAVE: Uber den Funktionwert f(z) in einer Sprungstelle z wissen wir nichts. 44/56
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flx) = % + Z apcos(kx) + besin(kx) reelle Fourier-Reihe
k=0
a > a . b .
=+ Z Tk(fz’m fe Yy 4 %(e"m — ety Formeln von Euler
k=0
1 > > .
=3 (a() + kz_:l( k — tbg)e ke g X_: ar, + iby)e Lkl) Minuszeichen und
1 .
~ = —1i beachten!
i
= Z cpe'tT komplexe Fourier-Reihe
k=—oc0

Abbildung 7: Rechnung in Komplexe Schreibweise
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Zusammengefasst konnen wir die allgemeine Fourierreihe schreiben als:

Satz 4.4.3
Sei f:[-T/2,T/2[ — C. Dann ist die komplexe Fourier-Reihe von f

oo . . A
Z Cke2k7r1t/T mit cp = T f(t)efzkﬂlt/’fdt.
0

k=—o00
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Ich stelle kurz das Beispiel aus dem Buch vor. Dort wird folgende DGL betrachtet:

y(x) +y'(x) = f(x) (1)
wobei f gegeben ist durch:
f(x)=|(x+m mod2r)— 7| (2)
also fi,__ || periodisch auf R erweitert.

T
>

r 0 ™ o 3

Abbildung 8: Periodische Inhomogenitat f(x) £



Um die unbekannte Funktion nun anzunahern nutzen wir die Fourier-Reihe. Wir wahlen
also

y(x) = % I Z a cos(kx) + By sin(kx)
k=1

und durch Ableiten
y'(x) = Z —a sin(kx) 4 Bk cos(kx)

k=1
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Die gesammte Gleichung heiflt also:

Y (x) + — ?0 + Z v + kPBx) cos(kx) + (B — kouc) sin(kx)
k=1

PEL £(x) = % + kz_:l 7k cos(kx) + d sin(kx)
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Man erkennt, dass wir nun ein System aus zwei Fourierreihen haben, deren Parameter
gleichgesetzt werden kdnnen. Dabei ist v = ay + kB und 6, = Bx — kay. Da f gerade,
also symmetrisch an der y-Achse, ist, miissen alles dx = 0 sein. Daraus folgt

Tk

5k:k04k und ak:m

Fiir v lasst sich nun die gefundene Koeffizienten-Formel anwenden. Dann ergibt sich
aufgrund von der Symmetrie von f folgende Formel fiir v v, = %ffﬂ f(x) cos(kx)dx
=2 [T _xcos(kx)dx.
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Daraus folgt fiir k = 0: g = 0 = und fiir groRere k die Moglichkeit partielle
Integration zu nutzen.

a, = 2 /ﬁxcos(kx) dx = 2 Xisin(kx) ’ — /7r sin(kx) dx
k ™ Jo T k 0 0 k
=0
T 0 falls k gerade
2 cos(kx) 2 2 ’ ’
== —5 | =p(cos(kn) —1) = (D -1) =1 4
i 0 i ———, falls k ungerade.

k27’
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Das wird eingesetzt um die gesuchten Koeffizienten o und i von y zu finden.

0, k gerade 0, k gerade
ag = Bk = (3)

74 bl 74
K2(1+k2) 1> k ungerade RATk)m k ungerade
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Losung der DGL

Mit k = 2n+ 1 folgt

o cos((2n + 1)x) sin((2n + 1)x)
y(x) 2_2)(2n+1) 211 @nr1)?)  @ni1R0t @ty Y

Abbildung 9: Lésende Funktion der DGL
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Vielen Dank fiir die Aufmerksamkeit!
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e Abbildung 1: Heinrich, (2019), Grundlagen Regelungstechnik: Einfache Ubungen,
praktische Beispiele und komplexe Aufgaben

e Unmarkierte Abb. 1: Carle, (2012), Grundlagen Rechnernetze und Verteilte
Systeme

e Unmarkierte Abb. 2: Adobe, (2025), https://www.allround-pc.com/news/adobe-
premiere-pro-bietet-bald-textbasierten-ki-videoschnitt

e Unmarkierte Abb. 4:
https:/ /i.ebayimg.com/images/g/75wAAOSwUk5frfob/s-11200.jpg

e Graphen Folie 26: Geogebra.org

e Verdnderten Bilder von Fourier: chatGPT.com/images

o Alle weiteren Bilder entstammen dem zu Grunde liegenden Buch: Casper, M.,
Hungerbiihler, K. (2017). Mathematische Modellierung in den Life Sciences.
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