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1 Satz von Hahn-Banach

Satz: Sei V ein R-Vektorraum. Ist p : V — R eine sub-lineare Funktion und
@ : U — R ein lineares Funktional auf einem linearen Unterraum U C V mit
e(xr) < p(x) Vo € U. Dann existiert ein lineares Funktional ¢ : V' — R mit

Y(x) = p(z) Vz € U und ¢(z) < p(x) Vz € V.




2 Korollar von Hahn-Banach

Korollar: Ist V ein normierter R-Vektorraum und U C V ein linearer Unter-
raum mit U C V. Dann existiert ein beschrianktes lineares Funktional L # 0

auf V' mit L|ﬁ = 0.




2 Korollar von Hahn-Banach

Korollar: Ist V ein normierter R-Vektorraum und U C V ein linearer Unter-
raum mit U C V. Dann existiert ein beschranktes lineares Funktional L # 0

auf V mit L|F = 0.
Beweis: Sei V' ein normierter R-Vektorraum und U C V ein linearer Unterraum

mit U C V. Wihle fo € UY. Sei M = (U U {fo}). Definiere T : M — R,
T(f+ax fo) =a. f € U. Es ist klar, dass T wohldefiniert und linear ist.
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Grenzwert +oo.
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Daraus wiederum folgt lim,, ,~ a, = a. Damit gilt T(g) = a = lim,,_,oc a,, =
lim,, soo T(fr + an * fo). T ist also stetig und damit beschrankt auf M.

Wihle nun bei den Bezeichnungen vom Satz von Hahn-Banach U = M,V =
Vie=Tud p:V = R,p(f) = |T,, = f| . Dann folgt die Behauptung
aus dem Satz von Hahn-Banach.



3 Satz von Riesz-Markov-Kakutani fur beschrankte,
lineare Funktionale

Satz: Sei K ein kompakter Hausdorff-Raum und sei L : C(K) — R ein
beschranktes lineares Funktional. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes
regulares, signiertes,endliches Borel-Maf3 u auf K, sodass

(f) = Ji f(@)dp Vf € C(K)




4 Definitionen

Def: I,, := [0, 1]"(der n-dimensionale Einheitswiirfel)
Def: M(I,,) := Raum der endlichen, signierten, reguldren Borel-Mafle auf I,,

Def: ¢ : R — R hat die diskriminierende Eigenschaft, wenn fiir ein Mafl u €
M(I,) mit [, o(y"z+6)du(x) =0 Vy € R", 6 € R folgt, dass pp = 0 ist.



5 Approximationssatz von G.Cybenko(1989)

Satz: Sei 0 : R — R eine stetige diskriminierende Funktion. Dann sind die
endlichen Summen der Form G(z) = Zjvﬂ a; * o(w; x + b;) mit N € N und
Vi=1,..n: w; € R" und aj,b; € R dicht im Raum C(/,,) ausgestattet mit
der Supremumsnorm. In anderen Worten, fiir f € C'([,,) und € > 0, existiert
ein G(z) der obigen Form sodass |G (x) — f(x)| < e Vo € I,
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ein G(x) der obigen Form sodass |G(z) — f(x)| < e Vx € I,.

Beweis: Sei S = {f(z) =) .. a;xc(wlz+b;)IN e NVj=1,.n: w; € R"
und «;, b; € R}. Dies ist ein linearer Unterraum von C(1,,). Ist der Abschluss
von S schon C(I,,) sind wir fertig.

Angenommen also S # C(I,). Nach dem oben betrachteten Korollar des
Satzes von Hahn-Banach existiert ein beschranktes lineares Funktional L #
0 auf C(I,) sodass L|; = 0. Nach dem Satz VDIl Riesz-Markov-Kakutani
existiert ein y € M(I,) sodass L(h) = [, h ) Vhe C(1,). Fir he S
folgt also L(h) = 0. Nach der diskrlmmlerenden Elgen%chaft von o folgt
daraus g = 0. Dies ist ein Wiederspruch zu L # 0.
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EinfGhrung

* CNNs kdnnen raumliche Struktur des Inputs analysieren
e Urspringlich entwickelt um mit Bildern zu arbeiten

* Besitzen meistens viel weniger Parameter als fully connected
feedforward neural networks

* Dies macht effizientes Trainieren sehr tiefer CNNs maoglich
* Input Space: (R™)* mit n,d,k € N
* n heil3t Grolle, d Dimension und k Tiefe



Beispiel: Input sind Bilder

* Dimensiond =2
* n gibt Grolde des Bildes an (n*n ist Pixelanzahl)
e Jedes Pixel wird durch drei Werte RGB bestimmt, damitist k=3



Struktur eines CNN
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Quelle: Maria Han Veiga, Francois Gaston Ged, The Mathematics of Machine Learning, de Gruyter, 2024, S.126



Convolution Layer

* Seien n;,,d;,, ki, € N die GrolRe, Dimension und Tiefe des Inputs
* Ein Filter ist ein Element aus (RH?EF)km mit sy € N und npy < nin
das mit den Eingaben gefaltet wird.
* Betrachte Filter g und Eingabe x mit g € (R Yin und o € (R Yn
* Sei g; die j-te Tiefe von g

Nin =T f4] —i—l)d:—in

« g gefaltet mit x ergibt v € R



Convolution Layer

Fir alle i € {1,...,n;, — nsy + 1}% ist der Wert von y an Stelle i gegeben

durch:
y(i) = (z % 9)(1) = 2 <h,, 2opr o, =1 Ti(E + 1 — 1)g;(p)
;wobei p = (py, ..., pq,. ) die Position des Filterpixels und I ein d;,,-dimensionaler

Vektor aus Einsen ist. N
Ein Convolution Layer hat oft viele Filter g', ¢, ..., ¢" € (R"s ) Dann ist

d"lﬂ
die Ausgabe des Convolution Layers y € (R"f: )5,
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Figure 8.2: A convolution is applied between a 5 x 5 pixel image and a 3 x 3 filter that detects vertical
lines. The result of the convolution shows that a vertical line is present on the left of the image.

Eigene Darstellung nach Maria Han Veiga, Francois Gaston Ged, The Mathematics of Machine Learning, de Gruyter, 2024, S.127



Convolution Layer

e Die trainierbaren Parameter im CL sind die Werte in den Filtern
e #{trainierbaren Parameter} = #Filter*#(Pixel pro Filter)



Pooling Layer

e Zum Reduzieren von der EingabegrofSe
* Bildet Pixel in Regionen der Eingabe auf einzelne Pixel ab



Pooling Layer

Sei 1,0, €in Teiler von n;,, dieser wird Kachelgrofie genannt.

Ein Pooling Layer teilt in der Tiefe j die (n;,)%" Pixel der Eingabe in
(Min /Mopoot) ¥ din-dimensionale Quadrate der GroBe (1001 )%™

Jeder dieser Quadrate wird auf einen Pixel abgebildet.



Zwel Standardverfahren

* Max pooling:
* Bilde Quadrat auf maximalen Wert im jeweiligen Quadrat ab
* Average pooling:
* Bilde Quadrat auf Mittelwert der Werte im jeweiligen Quadrat ab



Beispiel
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Figure 8.3: A2 x 2 max pooling is applied to a 4 x 4 image, returning a 2 x 2 matrix with largest pixel

value per element of the partition.

Quelle: Maria Han Veiga, Francois Gaston Ged, The Mathematics of Machine Learning, de Gruyter, 2024, S.128
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Frage

* Wenn Sie eine Menge von dhnlichen Objekten gegeben haben,
kdnnen Sie kunstlich ahnliche Objekte erzeugen?



GAN

S ={(x;,y;),i=1,..,m}S XxY wobeidie x; u.i.v. sind mit
Wahrscheinlichkeitsverteilung D

* Sei Label y aus Y sowie GAN G gegeben
e Ziel: Erzeuge G(y) = x aus X, sodass x nach D(x|y) verteilt ist



Probleme

* 1.) G soll nicht auf Werte abbilden, die schon in S sind
e 2.) Welche Loss-Funktion kann man verwenden?



Vereinfachung

* VVergesse Label

* Reduziere das Problem darauf: Gegeben S = {x;,i = 1, ..., m}< X,
mit x; u.i.v. nach D verteilt, dann soll G(z) nach D verteilt sein



Zul.)

* Wahle eine einfache, bekannte Wahrscheinlichkeits-Verteilung y auf
niedriger-dimensionalem Raum (d < n)

* Wahle y absolutstetig bzgl. des Lebesgue-Malies, damit nicht
derselbe Wert doppelt gezogen wird

* Dann wird zufalliges Sighal z~y an generatives Modell G Gbergeben
 Ziel von G ist es die Verteilung y auf D abzubilden, d.h. G(z) ~ D



Zu 2.)

Die Diskriminatorfunktion fgs. ist ein Klassifizierer, der schatzen soll, ob

eine Stichprobe x von der Verteilung D gezogen wurde, oder von GG erzeugt
wurde.

fdise 1st auch ein neural network.




Zu 2.)

Die Diskriminatorfunktion fgs. ist ein Klassifizierer, der schatzen soll, ob

eine Stichprobe x von der Verteilung D gezogen wurde, oder von GG erzeugt
wurde.

faise 1st auch ein neural network.

Wahre-Fehlerfunktion: £(G, faisc) = Exnn[l0g faise(T)|+Eonn[log(1— faise(G(2)))].
Das GAN will folgendes minimax-Problem 16sen: mingmaz;, L(G, faisc)




Zu 2.)

* Optimisierung geschieht in 2.Schritten:

e 1.) Update den Diskriminator durch Gradientenaufstiegsverfahren auf
den Parametern des Diskriminators

 2.) Update das GAN durch Gradientenabstiegsverfahren auf den
Parametern des GANs
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EinfGhrung

* Wir konzentrieren uns hierbei auf Uberparametrisierte Neural
Networks

* Insbesondere der Analyse von Initialisierung und Training

* Es wird sich zeigen, dass allein durch die Veranderung der
Gewichtsskala bei Initialisierung unterschiedliche Trainingsregime
entstehen



Wiederholung: Gaul3-Prozess

Definition(Gauf-Prozess): Sei X eine nichtleere Menge, sei K : X x X — R
ein positiv definiter Kern und sei p : X — R eine reellwertige Funktion.
Dann ist eine zuféllige Funktion f : X — R ein GauB-Prozess (GP) mit Mit-
telwertfunktion p und Kovarianzkern K, dessen Verteilung mit GP(u, K)
bezeichnet wird, wenn fiir jede endliche Menge X = (z1,...,z,) € X™ von
jeder GroBe m € N, der zufallige Vektor fx = (f(z1),..., f(z,))" € R™
einer mehrdimensionalen Normalverteilung N (ux, K y ) folgt, mit Kovar-
ianzmatrix Kyy = (K(z;,2;))75—, € R™™ und Mittelwertvektor uyx =
(u(x1),s ..y p(zm))' € R™,




Wiederholung: GaulR-Prozess

e Definition(RBF-Kern): Der RBF-Kern (radial basis function kernel) ist

|z—="]]
22

definiert durch Krpp(z,z') = exp(— ) mit der Langenskalierung

[e RT.

e Fir Punkte, die nahe beieinander liegen, wertet der Kern zu einem
Wert nahe 1 aus.

e Fiur Punkte, die weit voneinander liegen, wertet der Kern zu einem
Wert nahe 0 aus.

e = Werte fiir f ~ GP(0, Kgg) bei Punkten, die nahe beinander liegen,
sind stark korreliert

e = Werte fiir f ~ GP(0, Kgg) bei Punkten, die weit voneinander liegen,
sind schwach korreliert



Modellannahmen

e Betrachte Neural Network f, : R — R

e Definiert durch f,(z) = Fwso(wiz + b)

o wi,be R™ und wy € R™? als trainierbare Parameter
e v > 0 als Hyperparameter

e o als Aktivierungsfunktion

e d ist Weite der verborgenen Schicht



Modellannahmen

e Betrachte Neural Network f, : R — R

e Definiert durch f,(z) == +wo(wix + b)

— d
o wi,be R und wy € R als trainierbare Parameter
e v > 0 als Hyperparameter
e o als Aktivierungsfunktion

e d ist Weite der verborgenen Schicht

e Zur Initialisierung sind Komponenten von w;, ws und b unabhangig,
identisch standardnormalverteilt

e Schreibe Vektoren aus: f,(z) = d% Zgzl wy ko (w1 gz + by)



Initialisierungsskala

Satz: Sei f, ein Neural Network bei der Initialisierung, welches wie oben
definiert ist, mit v = 1/2. Sei aulerdem o Lipschitz-stetig. Dann konvergiert
die Verteilung von f,, fiir d — oo nach GP(0, K®), wobei der Kern K
gegeben ist durch:

K® (z,2") = E,cpo.rm) o(g(x))o(g(z’))]

mit K (z,2') == za’ + 1.




Initialisierungsskala

* Damit wissen wir, dass unendlich breite Neural Networks der obigen
Form und Initialisierung Gaul3-Prozesse sind

 Damit wird das a-priori-Wissen des Modells charakterisiert



Neural Tangent Kernel

e Betrachte das oben definierte Neural Network f,, mit v = 1/2

e w; notiert die Parameter des Neural Networks zur Zeit ¢ des Trainings
e Die Schritte des Gradientenabstiegsverfahrens sind gegeben durch:

ETE —t_l m ﬁ-'._.-n .

Wiy = Wy ) m Z;‘:]_ 8?{(9‘41 E;*) ‘ 9= fu, (IE}VHJIHJE (-La)
e 7 > () ist die Lernrate

e Frage: Wie entwickelt sich f,,, mit der Zeit ?



Neural Tangent Kernel

e Durch Taylor-Entwicklung von f,,,, ergibt sich:

f’wt}l(m) ~ fwt (T) + (wH—l - wt) ’ v'tt-'fwt(m)

e Durch die beiden fritheren Gleichungen ergibt sich:

f'tt-'t 1 1(T) - ftbt(T) ~ —7771,,, Z:il Oy(}(’y“ ?)) ‘?}qu (Lz)vm)‘wt(Tz) : vw.fwt(ﬂj)

't



Neural Tangent Kernel

Durch Taylor-Entwicklung von f,, ., ergibt sich:

f’wt+1 (T) ~ .f'u-‘t (T) + (?Ut-{-l - u‘:t) | vttftbt(T)

Durch die beiden fritheren Gleichungen ergibt sich:

f'w;.{.l (T) - f:wt (T) ~ _77?1,; Z:il O?J‘p(?ja* ?)) ‘?;':fwt (Ii)vwﬁwt (T’l) ’ wau-‘t ((B)

Das Skalarprodukt auf der rechten Seite der obigen Gleichung definiert
einen von der Zeit t und der Breite d abhangigen Kern:

01 (2,2) = Vi fu () * Vi fu, ()

o @Ed) ist der Neural Tangent Kernel des Neural Networks zur Zeit t

Der NTK bei Initialisierung @éd) ist ein zufalliger Kern, da die Initial-
isierung zufallig ist



Neural Tangent Kernel

Satz: Fir obige Modellannahmen und o Lipschitz und zweimal differenzier-

bar mit beschrankter zweiter Ableitung existiert ein deterministischer Kern
O : R x R — R, sodass Vz,z' € R und VI' € R* fast sicher gilt:

liM 00 SUD, <7 0\ (z,2') — ) (z, 2/)| = 0.
Der deterministische Kern hat folgende Darstellung:
O (g, 2') = KV (z, 2 YK®(z,2') + K@ (z, '),

wobel K M) und K@ die Kerne aus dem Satz iiber die Initialisierungsskala
sind. K® ist wie K? definiert mit der Ableitung ¢’ anstelle von ¢ in der
Definition.




Neural Tangent Kernel

e Ein weiterer bedeutender Satz kommt von Jacot et al. (2018) und zeigt:

Opfun () = =L 30 0pl(ys, 1)

).
?;':fwt(:ﬁi)of ('/:8-33 ?:)
e Fir den Grenzwert d — oo wird die Trainingsdynamik gegeben durch:

O fur(z) = == >0 05l(yi, ) fm O (xz;, x).

e (T4)



Neural Tangent Kernel

e Angenommen die Loss-Funktion ist: £(y,y') = 3(y — ¢/)?

Angenommen (0% (z;,x;))1<;i j<m ist positiv definit

Dann besitzt die Differentialgleichung;:

atf’wt (59) - _% 2121 @(DO)(T ‘Ti)(f'wt ('T") N yé)

eine explizite Losung

Insbesondere konvergiert f,, fur ¢ — oo gegen:

fwoo (T) — f'wn(m) o Z?Zzl e(oc)(ma mi)(e(m))_l(mi: TJ)U'U_U(TJ) o yj)

e

interpoliert die Trainingsdaten exakt



Quellen

* Maria Han Veiga, Francois Gaston Ged, The Mathematics of Machine
Learning, de Gruyter, 2024

* G. Cybenko, Approximation by superpositions of a sigmoidal function,
Mathematics of Control, Signals and Systems, 2(4), S. 303-314, 1989
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