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0. Einführung / Erinnerung
Sei H eine Hypothesis Class, h ∈ H, f eine Labeling Function, D eine Wahrscheinlich-
keitsdichte.

• Dataset: S = {(xi, yi) ∈ X × Y | i = 1, . . . ,m}

• Generalization Error:

RD(h) := Ex∼D[l(h(x), f(x))] =

∫
l(h(x), f(x)) dµ(x)

• Empirical Error:

L(h) =
1

m

m∑
i=1

l(h(xi), yi)

Für ein Klassifikationsproblem gilt: l(y, y′) = 1{y ̸=y′}.

1. Statistical Learning Theory

1.1 Learnability

Betrachte binäre Klassifizierung:

• Y = {0, 1}, S = {(xi, yi) ∈ X × Y | i = 1, . . . ,m} mit xi u.i.v. nach D über X .

• yi = f(xi) für zunächst beliebige Labeling Function f .

• Loss function: 1{h(x)̸=y}

S ist random gesampled, also ist auch der trainierte Predictor h zufallsbehaftet (da h mit
S trainiert wurde). ⇒ Betrachte RD(h) als Zufallsvariable. S soll D gut repräsentieren.

Bsp: 30% rote, 70% grüne Kugeln in einer Urne. Wahrscheinlichkeit für das Ziehen von
"GGGGG" = (0, 7)5 ≈ 0, 16 ≫ 0. ⇒ Problem mit kleinen Datensätzen.

Untersuche nun Lernbarkeit von H aus einem endlichen Datensatz.
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1.1.1 Realisierbarkeitsannahme

Def: Gegeben H,D, f . Die Realisierbarkeitsannahme gilt für H,D, f , wenn:

∃h ∈ H : RD(h) = 0

Das bedeutet, dass f durch Elemente von H dargestellt werden kann. Insbesondere:
f ∈ H ⇒ Real.ann. gilt.

Bsp: Sei X = R, D = Unif(−1, 1), f : x 7→ 1{|x|>1/3}, H = {hw : x 7→ 1{x>w}}.

RD(hw) =

∫ 1

−1

1{hw(x)̸=f(x)} dx ̸= 0 ⇒ Real.ann. gilt nicht.

1.1.2 PAC Learnability (Probably Approximately Correct)

Real.ann. bedeutet, es gibt einen Predictor, der perfekt zu S passt. Das bedeutet nicht,
dass wir diesen finden → PAC Framework.

Sei A ein Algorithmus, der einen Predictor hA berechnet, welcher L minimiert, also
hA ∈ argmin

h∈H
L(h).

Def: (ϵ=̂ Accuracy, δ=̂ Confidence) H ist PAC learnable :⇔

∃(mH : (0, 1)2 → N) : ∀ϵ, δ ∈ (0, 1);D über X ; (f : X → {0, 1}) :

Real.ann. gilt für H,D, f ⇒ RD(hA) ≤ ϵ mit Wahrscheinlichkeit 1− δ,

sofern A auf m ≥ mH(ϵ, δ) u.i.v. nach D gesampleten und f -gelabelten Datenpunkten
gelaufen ist.

Bsp: Sei H = Abb(R, {0, 1}). Intuitiv sehr mächtig. Zu Beginn: mH(ϵ, δ) = m fixiert.
Konstruiere nun D als diskrete uniforme Dichte über 2m Punkte.

1. Ziehe m u.i.v. Samples ⇒ erwartet werden ≈ m verschiedene Punkte. ⇒ ≈ Hälfte
des Supports von D wird nicht gesehen.

2. Offenbar ist f ∈ H.

3. A findet hA mit L(hA) = 0.

4. Keine Information über ungesamplete Punkte gelernt ⇒ keine Generalisierung.

5. Setze f so, dass f(x) = 1− hA(x) auf ungesampleten Punkten ist.

⇒ RD(hA) ≈ 1
2
⇒ Für ϵ ≲ 1

2
ist H nicht PAC learnable.

1.1.3 Agnostic PAC Learnability

Real.ann. i.A. nicht gegeben, da Noise im Datensatz enthalten ist ⇒ keine Garantie für
RD(h) = 0. Idee: Korrekturterm minh∗∈H RD(h

∗).

Def: H agnostic PAC learnable :⇔

∃(mH : (0, 1)2 → N) : ∀ · · · : · · · ⇒ RD(hA) ≤ ϵ+ min
h∗∈H

RD(h
∗) mit W-keit 1− δ, . . .

2



1.2 Finite sized hypothesis classes

PAC Framework → Ist H zu komplex, finden wir keine guten h. Sei im Folgenden H
endlich.

1.2.1 PAC Learnability

Jede endliche Hypothesis Class ist PAC Learnable.

Satz: Es gelte Real.ann., H endlich ⇒ H PAC learnable. Zudem kann m(ϵ, δ) = ⌈ log(|H|/δ)
ϵ

⌉
gewählt werden.

Beweis: Sei hA der unter A trainierte Predictor. Wähle ϵ, δ ∈ (0, 1) und sei m(·, ·) wie
oben. Es genügt zu zeigen, dass Dm({S : RD(hA) > ϵ}) < δ.

Sei Hb := {h ∈ H | RD(h) > ϵ}, Mm := {S ∈ (X × Y)m | ∃h ∈ Hb : L(h) = 0}.
Mm(h) := {S ∈ (X × Y)m | L(h) = 0}. ⇒ Mm =

⋃
h∈Hb

Mm(h).

⇒ Dm(Mm) ≤
∑
h∈Hb

Dm(Mm(h))

Da u.i.v.: ∀h ∈ Hb : Dm(Mm(h)) =
∏m

i=1D(xi : h(xi) = yi).
Zudem ist RD(h) = Ex∼D(1{h(x)̸=y}) = D(xi : h(xi) ̸= yi).

⇒ D(xi : h(xi) = yi) = 1−RD(h) ≤ 1− ϵ

⇒ Dm(Mm(h)) ≤ (1− ϵ)m ≤ e−ϵm (denn 1 + x ≤ ex ∀x ∈ R)

⇒ Dm(Mm) ≤
∑
h∈Hb

e−ϵm ≤ |H|e−ϵm

Man setze dies < δ und löse nach m auf.

1.2.2 Agnostic PAC Learnability

Anpassung analog zum nicht-endlichen Fall.
H endl. ⇒ H Agnostic PAC Learnable mit

mH(ϵ, δ) :=

⌈
2 log(2|H|/δ)

ϵ2

⌉
2. Linear Models
Die in diesem Kapitel vorkommenden Grafiken, sind allesamt unverändert aus [1] über-
nommen worden.

Sei X = Rn,Y = R, H = {fw : x 7→ wTx+ b | w ∈ Rn, b ∈ R}.

2.1 Lineare Regression

Def (homogene Darstellung): w = (w1, . . . , wn, b), x = (x1, . . . , xn, 1).

Def (Cost function): C(w) := 1
m

∑m
i=1 l(fw(xi), yi) → analog zum Empirical Error.

Erinnerung: l konvex im 1. Argument ⇒ Training auf H mit Gradientenabstieg auf den
Parametern konvergiert garantiert zu einem globalen Minimum der Cost function.
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Häufige Loss funcs:

• L2 loss: l(y, y′) = 1
2
(y − y′)2

• L1 loss: l(y, y′) = |y − y′|

• Huber loss: l(y, y′, δ) =

{
1
2
(y − y′)2 , |y − y′| < δ

δ(|y − y′| − 1
2
δ) , sonst

Explizite Lösung (Least Squares):

argminwC(w) = argminwL(fw) = argminw

1

2m

m∑
i=1

(wTxi−yi)
2 =

1

2m
argminw∥XTw−Y ∥2 (∗)

Def: (Moore-Penrose Pseudoinverse) Sei A ∈ Rm×n, A+ ∈ Rn×m, dann ist A+ MPPI
von A :⇔

1. AA+A = A

2. A+AA+ = A+

3. (AA+)T = AA+

4. (A+A)T = A+A

→ eindeutige MPPI durch Singulärwertzerlegung.

Satz: Sei X ′ ∈ Rm×(n+1), Y ∈ Rm, X+ MPPI von X ′. Dann:
w löst (∗) ⇔ ∃z ∈ Rn+1 : w = X+Y + (In+1 −X+X)z.

Korollar:

1. n+ 1 = m ⇒ X+ = X−1

2. m > n+ 1 ⇒ XTX invertierbar → eindeutiges w = (XTX)−1XTY

3. m < n+ 1 ⇒ XTX nicht invertierbar → unendlich viele Lösungen w.
→ w∗ = argminw∥w∥2 s.t. min ∥XTw − Y ∥2 ⇒ w∗ = X+Y .
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Regularisierung: Sei R : Rn+1 → R+. Betrachte argminw(L(w) + R(w)). (→ gegen
Overfitting / hochgradiges Polynom).

Häufig: minw
1
2m

∑
(yi − wTxi)

2 +

{
λ∥w∥22 Ridge regression
λ∥w∥1 Lasso regression

, λ > 0.

Bsp: w∗ = (XTX + λmIm)
−1XTY löst Ridge Reg.

Nichtlineare Transformationen: Was wenn Relation zwischen input und output space
nicht linear ist? → fw(x) = w2x

2 + w1x + b. w = (b, w1, w2), X = (1, x, x2) features.
Allgemeiner: fw(x) =

∑n
i=0wiϕi(x), ϕi(x) =̂ nichtlineare Transformation.

2.2 (Binäre) Klassifizierung

Sei S = {(xi, yi) ∈ Rn × {−1, 1} | i = 1, . . . ,m}.
Annahme: Daten linear separierbar von P = {x ∈ Rn | wTx + b = 0} für festes w, b.
D.h. ∃P : ∀i = 1, . . . ,m : (yi = 1 ⇔ wTxi + b > 0) und (yi = −1 ⇔ wTxi + b < 0).

⇒ H = {fw : x 7→ sign(wTx+ b) | w ∈ Rn, b ∈ R}. Wie findet man ein gutes w?

Betrachte argminwC(w) = argminw,b
1
m

∑
1{yi ̸=sign(wT xi+b)}. → nicht konvex oder stetig.

Besser: lperc(y, y′) = max(0,−yy′). ⇒ C(w) = 1
m

∑
max(0,−yi(w

Txi + b)).

Perceptron Algorithmus: Gradient: ∇C(w) = 1
m

∑{
0 korrekt klassifiziert
−yixi falsch klassifiziert

Gradient descent: wt+1 = wt − ηt
1
m

∑
i:yi(wT xi+b)<0 −yixi.

Support Vector Machine (SVM)

Idee: Hyperebene P mit maximalem Abstand zu den nächsten Datenpunkten finden.
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Def (Margin):
Das SVM objective lautet maxw,b γ(w, b) s.t. ∀i = 1, . . . ,m : yi(w

Txi + b) > 0.

Lemma: γ(w, b) = minx∈S
|wT x+b|

∥w∥ .
Beweis: wT (x− d) + b = 0 ⇔ wT (x− αw) + b = 0 ⇒ α = wT x+b

∥w∥2 .

∥d∥ =
√
α2wTw = |wT x+b|

∥w∥ .

Margin ist symmetrisch und γ(βw, βb) = γ(w, b) ∀β ̸= 0 ∈ R.

Satz: Die Lösung vom SVM objective ist gleich der Lösung (w∗, b∗) von:

min
w

wTw s.t. ∀i = 1, . . . ,m : yi(w
Txi + b) ≥ 1

Beweis: Betrachte maxw,b

[
minx∈S

|wT x+b|
∥w∥

]
s.t. ∀i = 1 . . .m, yi(w

Txi + b) > 0. Skaliere
w, b so, dass minx∈S |wTx+ b| = 1 ⇒ maxw,b[. . . ] = maxw,b

1
∥w∥ · 1 = minw ∥w∥.

Neues Problem: minw wTw s.t. ∀i : yi(wTxi + b) > 0;mini |wTxi + b| = 1. Äquivalent zu:
minw wTw s.t. ∀i : yi(wTxi + b) ≥ 1.

Lösung mittels Lagrange Multiplier:

L(w, b, β) = wTw −
m∑
i=1

βi(yi(w
Txi + b)− 1), β ∈ [0,∞)m

Durch lösen von minw,bmaxβ L(w, b, β) erhält man (w∗, b∗, β∗).

→ Lösen unter Berücksichtigung der Karush-Kuhn-Tucker (KKT) Bedingungen / des
komplementären Schlupf. z.B.: ∇wL = 2w∗ −

∑
β∗,iyixi

!
= 0 ⇒ w∗ = 1

2

∑m
i=1 β∗,iyixi.

∀i = 1, . . . ,m : β∗,i(yi(w
Txi + b)− 1)

!
= 0 ⇒ β∗,i = 0 oder yi(w

Txi + b) = 1.

Bemerkung: Support vector nicht eindeutig, z.B. verschiebe man die nicht supportenden
Datenpunkte im Rahmen des Optimierungsproblems.

Der optimale SVM classifier f∗ gegeben durch:

f∗(x) = sign(wT
∗ x+ b∗) = sign

(
1

2
(
∑

β∗,iyixi)
Tx+ b∗

)
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Nicht-separierbarer Fall (Soft Margin):

min
w,b,ξ

wTw + λ
m∑
i=1

ξi s.t. ∀i = 1, . . . ,m : yi(w
Txi + b) ≥ 1− ξi, λ ≥ 0, ξi ≥ 0

• λ groß: SVM strict

• λ klein: ’opfere’ Punkte für simplere P .

min
w,b

wTw + λ
m∑
i=1

max(1− yi(w
Txi + b), 0)
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