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Deep Learning und Neuronale Netzwerke

1 Definition Neuronales Netz

Definition 1.0.1. Ein Neuron ist eine Funktion f(z) = o(w”x + b). Hierbei sind:
e z € R™ die Inputs (Eingaben),
e w € R™ die Gewichte,
e b € R der Bias (Verschiebung),
e 0: R — R die Aktivierungsfunktion.
Je nach gewiinschtem Modell wiahlt man eine passende Aktivierungsfunktion o:
e Fiir lineare Regression: o(z) = z.
e Fiir bindre Klassifikation: o(z) = sign(z).
Ein Neuronales Netzwerk ist eine Kombination mehrerer solcher Neuronen.

Beispiel 1.0.2. Ein einschichtiges Neuronales Netzwerk ist von der Form
fiRTSRU f(2) = oy (Wiz + by)

mit z € R?, W; € R4 ynd b, € R4,

Es nimmt also einen Eingabevektor x, wendet eine lineare Transformation darauf an und an-
schlieffend komponentenweise die Aktivierung.

Das Prinzip lasst sich beliebig erweitern. Ein zweischichtiges Neuronales Netzwerk nimmt den
Output der ersten Schicht als Input fiir die nédchste Schicht und wendet das gleiche Schema
(lineare Transformation & Aktivierung) erneut an.

Dementsprechend kénnen wir das Ganze fiir L Schichten definieren:

Definition 1.0.3. Ein Neuronales Netzwerk ist ein Fully Connected Feed Forward Neural
Network, wenn es durch folgende Hyperparameter charakterisiert wird:

e Die Anzahl der Schichten L € N,
e die Aktivierungsfunktionen oy : R - R fiir { =1,...,L,
e die Anzahl der Neuronen pro Schicht d; fir Il =1,..., L.
Der Output ist gegeben durch f : R% — R mit
f(@)=or(Wr(...o0(Wiz +b1)...) +bz),

wobei W) € R4*4-1 p, € R% sind und die o; komponentenweise angewandt werden.
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Alternativ kann man rekursiv definieren: Sei o(9(z) = 2 und fiir i = 1,..., L

aW(z) = W;a"V(z) + b (Pre-Activation der I-ten Schicht),
aW(z) = Ul(d(l)(:r)) (Post-Activation der [-ten Schicht).

Der Output ist dann o) (z).
Diese Definition hat folgende Eigenschaften:

o Wir kdnnen sowohl Klassifikations- als auch Regressionsaufgaben bearbeiten; dafiir wahlen
wir lediglich passende Aktivierungsfunktionen.

e Haufig ist o7, die Identitdt. Die ersten L — 1 Layer extrahieren Features, und in der letzten
Schicht wird durch Wy, entschieden, welche Features wie stark genutzt werden.

e Die Anzahl der Freiheitsgrade (trainierbaren Parameter) ist gegeben durch ), (d;—1-d;+d;).

2 Training und Loss-Funktionen

Nun wollen wir kldren, wie wir ein Neuronales Netzwerk trainieren. Das geschieht ahnlich wie
bei fritheren Modellen iiber das ERM-Prinzip.

2.1 Regressionsprobleme

Eine typische Loss-Funktion ist hier der mittlere quadratische Fehler (MSE). Fiir ein Neuronales
Netzwerk f,, erhalten wir:

Ow) = Dfu) = 5 D Ifuled) — il
=1

Wir sehen: Sobald mindestens eine Aktivierungsfunktion nicht linear ist, ist w +— f,, nicht linear.
Deshalb ist die Kostenfunktion, selbst wenn die Loss-Funktion konvex ist, nicht notwendigerweise
konvex. Damit gibt es keine Garantie, dass Gradient Descent stets ein globales Minimum findet.
In der Praxis reichen jedoch oft lokale Minima, um ein zufriedenstellendes Ergebnis zu erzielen.

2.2 Klassifikationsprobleme

Da wir Gradient Descent nicht auf nicht-differenzierbaren Funktionen (wie dem 0-1-Loss I(y, y') =
1,.,) anwenden konnen, betrachten wir eine Ersatz-Loss-Funktion.

Beispiel 2.2.1. Betrachte ein Neuronales Netzwerk f,,(z) = Wra"~Y (2)4br. Um darauf binsre

Klassifikation durchzufithren, kénnen wir den Predictor sign(f,(x)) wihlen und als Ersatz-Loss

U(fu(),y) = log(1 + e 4/u(),

Betrachten wir den Fall y = 1 und f,(z) > 0 (oder y = —1 und fy,(z) < 0), so sehen wir, dass
der Loss ~ 0 ist. Andernfalls gilt I(f,(z),y) > log 2.

Beispiel 2.2.2. Ein weiterer hdufiger Weg fiir bindre Klassifikation ist, d;,—1 = 1 und o7(z) =
H% zu wihlen. Das Neuronales Netzwerk liefert dann eine Zahl in [0, 1], die als Wahrschein-
lichkeit interpretiert werden kann, dass das wahre Label 1 ist. Unser Predictor soll Label 0
vorhersagen, falls f,,(x) < 0.5, und 1 andernfalls. Als Loss wihlen wir den Cross-Entropy-Loss:

%Z (yi log(fu(:)) + (1 — yi) log(L — fu(zi))) -
i=1
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Fiir y = 0 geht der Loss gegen 0, je ndher f,,(z) an 0 ist (und ebenso fiir y = 1 und f,,(z) nahe
1). Definieren wir 0log(0) = 0, so sehen wir, dass ein perfektes Neuronales Netz einen Loss von
0 erreicht.

Beispiel 2.2.3. Wenn wir uns nicht nur fiir zwei Klassen interessieren, sondern eine Klassifikation
mit n Klassen durchfiihren wollen, kénnen wir d;, = n und o (2) = softmax(z) wéhlen. Unser
Neuronales Netzwerk ist dann von der Form

) exp(a(L.*l)(x)l)

~ S exp(a™ D (z))

fuw() :
exp(a(Lfl)(x)n)

Jede Zeile j dieses Vektors steht fiir die Wahrscheinlichkeit, dass x das Label j hat. Wahrend
des Vortrags wurde gefragt, weshalb wir exp(-) als Aktivierung wihlen. Der Grund ist, dass wir
positive Werte erhalten wollen. Als Loss wihlen wir den Categorical Cross-Entropy-Loss:

L(fw) = %ZZ (¥ij log(fuw(wi);) + (1 — yi;) log(1 — fu(zi);)),

i=1 j=1

wobei y; = (¥i,1,- .., Yin) nur Nullen enthélt bis auf eine 1 in der Zeile, die der zu z; zugehérigen
Klasse entspricht. Erneut erreicht ein perfektes Neuronales Netzwerk einen Loss von 0.

3 Backpropagation

Nachdem wir die Kostenfunktionen definiert haben, wollen wir die Parameter W,b so anpas-
sen, dass der Fehler minimal wird. Hierfiir nutzen wir Gradient Descent. Das Problem dabei:
Ein Neuronales Netzwerk hat oft Tausende Parameter. Wiirden wir fiir jeden Parameter ein-
zeln die Steigung berechnen, wire das rechenaufwendig. Die Losung ist der Backpropagation-
Algorithmus. Die Idee ist, sich von hinten nach vorne zu arbeiten und die gewonnenen Informa-
tionen abzuspeichern. Aufgrund der Kettenregel bendtigen wir fiir die Gradienten der vorderen
Schichten auch die Gradienten der spéteren Schichten, die wir dann bereits berechnet haben.
Das illustrieren wir an einem Beispiel.

Beispiel 3.0.1. Sei f, : R> = R ein zweischichtiges Neuronales Netzwerk der Form
fu(@) = a1(Wioo(Wz + by) + by)

mit W € R?*2, T/, € R'2 und entsprechenden Bias-Vektoren. Wir wihlen eine quadratische
Loss-Funktion, weshalb die Kostenfunktion die Form hat

m m

Cw) = (i — fu(@:))* = > (4 — o1 (Wroo(Wa; + bo) + b1))”.

i=1 =1

Um die Gewichte wilj zu finden, miissen wir aac;gf_’) berechnen. Dies erhalten wir mit der Ketten-

¥
aC 9z} 9oy OC

T I 1 )
Gwij Gwij 0z; 0o

regel:

wobei 2! = Wioo(Wx + bg) + b1. Um nun wj; zu finden, berechnen wir

oC 0z Oag 0z' 9oy OC

fiir z = Wx + by. Man sieht dabei gut, dass die hinteren Faktoren bereits berechnet wurden.
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3.1 Herleitung Backpropagation

Der Ubersicht halber fassen wir Gewichte und Bias in einer erweiterten Gewichtsmatrix W,, =
(W, | bn) zusammen. Wéhlen wir zudem den erweiterten Vektor

- X,
Xn—l - < Ti > y
so konnen wir unser Neuronales Netzwerk rekursiv darstellen als

Zn = Wan—la Xn = Un(Zn)-

Nun nehmen wir an, 6?{0 firi =1,...,d, sei bereits berechnet. Dann lassen sich die folgenden
Gradienten rekursiv berechnen.

ac ! 26 aC
Ozna V9K,
ac aC

=Tn-1,j
8’[1),?]- J anvi’

oC _ac
%, i,

mit Zn,i = Zj U)Z-Xn,Lj.
Schreiben wir die Gradienten als Vektoren bzw. fiir die Gewichte als Matrix, so erhalten wir

oC _ ., oC

= o(Za) o )
i = (53, ) (oo™ @)
oC 5 oC

WT
0Xpn_1 "0z,

wobei o dem Hadamard-Produkt, also der komponentenweisen Multiplikation, entspricht.

Diese drei Gleichungen nutzen wir nun, um 8870 umzuschreiben:
n

aavgn <BC >(X" s
)(Xn—l)T

(ot
<U g 0C > o)
(ohe2

7’L+1 aZ'n,J,-l

oC
T ) O W his (Zair) o -0 04 (7)o m) (X )"

Wir nennen den Term in der groften Klammer 6" = 82 . Dann gilt 5 80 = 6" XTI |, AuRerdem
erhalten wir 6" ! rekursiv durch

oC

"t =0l (Zno1) oWES™ mit 6L =07 (Zy)0 X,

Anstatt jedes Gewicht komplett neu zu berechnen, nutzen wir die Gradienten der hinteren Schich-
ten weiter und erhalten so die Gradienten aller Parameter in einem einzigen Riickwértsdurchlauf.
Dieses Prinzip macht das Training tiefer Netze iiberhaupt erst moglich.
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4 Vanishing & Exploding Gradients

Wir haben gesehen, wie wichtig die Effizienz von Backpropagation ist. Das Verfahren hat aber
auch eine Kehrseite: Bei besonders tiefen Netzen besteht der Gradient aus einer langen Kette
von Multiplikationen. Nehmen die Faktoren sehr grofie bzw. sehr kleine Werte an, fiihrt das
exponentiell dazu, dass Gradienten der ersten Schichten explodieren bzw. verschwinden kénnen.

Beispiel 4.0.1. Betrachten wir die Ableitung einer Abbildung fr(w), die wir rekursiv {iber
Abbildungen g¢; fiir [ = 1,...,L definieren durch fo(w) = w und fi11(w) = gi+1(fi(w)) fir
l=1,...,L—1. Dann folgt

fr(w) = g1 (fr—1(w)) fr—1( HQL i(fr—im1(w)).

Angenommen, jede dieser Ableitungen sei ~ a. Dann wird f] (w) =~ a® sein.

e Fiir a < 1 erhalten wir einen sehr kleinen Gradienten (Training bleibt stecken).
e Fiir a > 1 wichst er exponentiell (Minima werden iibersprungen).

Betrachten wir 6", so sehen wir, dass viele Faktoren Ableitungen von Aktivierungsfunktionen
sind. Das Problem ist daher eng mit der Wahl der Aktivierungen verbunden.

Beispiel 4.0.2.

e Die Sigmoid-Funktion o(z) = = + — hat eine Ableitung, die gegen 0 geht, sobald man

sich etwas vom Ursprung entfernt ( Vanishing Gradients).

e Eine Polynom-Funktion vom Grad > 2 hingegen hat eine Ableitung, die fiir grofe Werte
explodiert (Exploding Gradients).

5 Initialisierungen

5.1 Problem naiver Initialisierungen

Wir haben nun eine Idee, wie ein Neuronales Netzwerk aussieht und wie wir es effizient trainieren
kénnen. Um mit dem Training zu beginnen, miissen wir anfangs unsere Parameter initialisieren.
Angenommen, wir wiahlen naive Ansétze:

Beispiel 5.1.1. Ein erster Ansatz ist, alle Gewichte auf 0 zu setzen. Da einige Faktoren von §"
jedoch Gewichtsmatrizen sind, ergibt die Berechnung des Gradienten-Updates

oC

_ 57LXT _
oW,

Da der Gradient 0 ist, verdndern sich die Gewichte wéahrend des Trainings nicht. Das Netzwerk
lernt also nichts und bleibt im initialen Zustand stecken.

Beispiel 5.1.2. Der néchste Ansatz ist, alle Gewichte auf einen konstanten Wert ¢ € R zu
setzen. In diesem Fall gilt

oC
ow,,

T
=0"X =600 1(cla,  xdp s Xn—2) =BY" =cnla,xdy s

mit konstanten Vektoren v und g sowie ¢, € R. Alle Gewichte der n-ten Schicht erhalten al-
so nach einem Trainingsdurchgang das gleiche Update. Alle Neuronen lernen damit exakt das
Gleiche, was zur Folge hat, dass das gesamte Netzwerk sich effektiv wie ein Modell mit nur
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einem einzigen Neuron pro Schicht verhélt. An dieser Stelle wurde im Vortrag gefragt, wie iiber-
haupt die Gradienten genutzt werden, um die alten Gewichte zu verbessern. Die Formel fiir das
Gewichtsupdate ist von der Form

oC
Wg+1 = Wk — 7767%
fiir n > 0 (Schrittweite).

Die eben genannten Probleme lassen sich am einfachsten umgehen, indem wir die Gewichte
zuféllig initialisieren. Die Frage ist nur: Wie zufdillig?

5.2 Initialisierungsmethoden und deren Herleitung

Um das Problem der explodierenden bzw. verschwindenden Gradienten zu umgehen, versuchen
wir, die Varianz unserer Aktivierungen X, durch alle Schichten hindurch konstant zu halten.
Da die Varianz einer nicht-linearen Funktion schwer analytisch zu berechnen ist, nutzen wir eine
Taylor-Entwicklung erster Ordnung um 0. Wir nehmen an ¢,,(0) = 0 (also auch b, = 0 fiir
n=1,...,L) und approximieren:

Xk = on(znk) = on(0) + 0,,(0) 20k = 0y, Z Wi Xn—1,j.

Wir nehmen zusétzlich an, dass Gewichte und Inputs unabhéngig, zentriert (Erwartungswert 0)
und jeweils identisch verteilt sind. Dann gilt fiir die Varianz der Aktivierung in Schicht n:

Var(X,, ) ~ Var | 07,(0) Y wi; Xp 1

dn—l
= 07,(0)* > Var(wp; Xp-1,5)
j=1
dnfl
= o’ (0)? Z Var(wy;) Var(X,—1,;)
j=1
=0/ (0)%-d,_; - Var(wy;) - Var(Xpn-1,5).
1
2

Waéhlen wir Var(w,’;j) = orzd, o SO sehen wir, dass die Varianz von X durch alle Schichten

ungefahr gleich bleibt (Var(X,,) ~ Var(X,_1)).

Bemerkung 5.2.1. Im Vortrag wurde gefragt, warum wir in der Rechnung Var(w,?an_Lj) =
Var(wy;) Var(Xy—1,;) verwenden diirfen, obwohl X, durch Vorwiértspropagation aus den In-
puts entsteht und damit von Gewichten abhéngt. Entscheidend ist: X,,_; hdngt nur von den
Gewichten der vorherigen Schichten (W7i,...,W,_1) und den Inputs ab, aber nicht von den
aktuellen Gewichten W,, der betrachteten Schicht, welche unabhéngig von den vorherigen Ge-
wichten gewéhlt wurden. Daher kann man wy als unabhangig von X,,_1 ; annehmen.

Diese eben hergeleitete Formel ist die Basis fiir die folgenden berithmten Initialisierungsstrategien.

Beispiel 5.2.2. Fiir die Aktivierungsfunktion o,(2) = tanh(z) mit o/,(0) = 1 haben sich fol-
gende Strategien durchgesetzt:

R N S B
e Xavier: (O U( Vi1 dn1>7

e LeCun: w! »~N<0 nfl).
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Beispiel 5.2.3. Abschliefend wollen wir eine geeignete Initialisierung fiir die Aktivierung o, (z) =
relu(z) = max(0, z) finden. Das Problem hierbei: ReLU ist im Nullpunkt nicht differenzierbar.
Wir koénnen die obige Herleitung daher nicht direkt nutzen und miissen die Varianz anders her-
leiten. Diesmal betrachten wir die Pre-Activation z, = W,X,_1 + b und verfolgen das Ziel
Var(zy) ~ Var(z,—1), was einen dhnlichen Effekt hat wie der Ansatz zuvor. Erneut miissen wir
einige Annahmen treffen.

Annahmen:

n

[ ] ’LUZ]

unabhéngig, identisch verteilt und zentriert,

e X, _1 unabhéngig und identisch verteilt,

e Bias b =0,
e Gewichte und Inputs sind unabhéngig voneinander.
Herleitung:
dp—1 dn—1
Var(z,;) = Var Z wis Xn—15 | = Z Var(w;; Xn-1,7)
j=1 j=1

= Z (Var(wyy) Var(Xn_1,5) + (E[w}])? Var(Xn_1,;) + Var(w}})(E[Xn-1,])%) .

n

Da Efwj;] = 0, fillt der mittlere Term weg. Nun klammern wir Var(wj;) aus:

Var(zy;) = dp—1 Var(w?j) (Var(Xn_ljj) + (E[Xn_ljj})Q) )

E[(Xpn-1,5)?]

Nun berechnen wir E[(X,_1;)?]. Zur Erinnerung: X,,_1 ist der Output einer ReLU-Schicht
(X, = max(0, z,,)), und 2z, ist symmetrisch um 0 verteilt, da W), es ist.

[e.o]

E[(Xp-14)] = /

—00

[o@)
(an,i)Qp(an,i)dﬂf:/ Z’?z—l,ip(znfl,i)dz'
0

Da die Wahrscheinlichkeitsdichte symmetrisch ist, entspricht das Integral von 0 bis oo genau der
Hélfte der Varianz der vorherigen Pre-Activation:

1 1
E[(Xn-14)% = ] = §Var(znfl,i) = §Var(znfl,j)'

Setzen wir dies oben ein, erhalten wir:

1
Var(z,;) = dn—1 -Var(w?j) '3 Var(z,—1,)-

Damit die Varianz konstant bleibt (Var(z,) ~ Var(z,—_1)), muss gelten:

Var(w;;) = i

Daraus folgt die Initialisierung:
e Kaiming He: wis ~ N (0, WQ_I) .

Abschliefsend sei erwéhnt, dass wir hier nur versucht haben, die Varianz der Aktivierungen im
Vorwirtslauf zu kontrollieren; ein verwandter Ansatz (Glorot Initialisierung) zielt zusétzlich dar-
auf ab, auch den Riickwartslauf der Backpropagation zu stabilisieren, indem die Varianz der
Gewichte typischerweise proportional zu m skaliert wird.
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