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Ausführliche Rechnung des Energietransportes

Linearisierte Klein-Gordon Gleichung: utt − α2uxx + β2u = 0
Wir multiplizieren die Gleichung mit ut und integrieren zwischen den erstmal
fixen Punkten x1 und x2.

∫ x2

x1

ututt − α2utuxx + β2utu dx = 0

⇐⇒
∫ x2

x1

ututt + β2utu dx =

∫ x2

x1

α2utuxx dx

Mithilfe von partieller Integration haben wir:

∫ x2

x1

α2utuxx dx = α2[utux]
x2
x1

− α2

∫ x2

x1

utxux dx

=⇒
∫ x2

x1

ututt + β2utu dx = α2[utux]
x2
x1

− α2

∫ x2

x1

utxux dx

⇐⇒
∫ x2

x1

ututt + α2utxux + β2utu dx = α2[utux]
x2
x1

Mithilfe der Produktregel folgt nun:

d

dt
u2
t = 2ututt

d

dt
u2
x = 2utxux

d

dt
u2 = 2utu

=⇒ ∂

∂t

1

2

∫ x2

x1

u2
t − α2u2

x + β2u2 dx

1



Sei E =
∫ x2

x1

1
2

(
u2
t + α2u2

x + β2u2
)
dx. Setzen wir jetzt x1(t) = − π

δk + ω′(k)t, x2(t) =
π
δk + ω′(k)t

für die Grenzen ein und leiten E nach t ab. Dafür benötigen wir die Leibniz-
Regel für Parameterintegrale.

d

dt
E =

1

2

d

dt

∫ x2(t)

x1(t)

(
u2
t + α2u2

x + β2u2
)
dx

=
1

2

∫ x2(t)

x1(t)

(
2ututt + 2α2utxux + 2β2utu

)
dx+

1

2
ω′(k)

[
u2
t + α2u2

x + β2u2
]x2(t)

x1(t)

=

∫ x2(t)

x1(t)

(
ututt + α2utxux + β2utu

)
dx+

1

2
ω′(k)

[
u2
t + α2u2

x + β2u2
]x2(t)

x1(t)

Um weiterzurechnen brauchen wir folgende Nebenrechnung:

d

dt

(
utt − α2uxx + β2u

)
= 0

⇐⇒ ututt − α2utuxx + β2utu = 0

⇐⇒ ututt + β2utu = α2utuxx

Dies können wir nun in unser Integral einsetzen.

∫ x2(t)

x1(t)

(
ututt + α2utxux + β2utu

)
dx+

1

2
ω′(k)

[
u2
t + α2u2

x + β2u2
]x2(t)

x1(t)

=

∫ x2(t)

x1(t)

(
α2utuxx + α2utxux

)
dx+

1

2
ω′(k)

[
u2
t + α2u2

x + β2u2
]x2(t)

x1(t)

=

∫ x2(t)

x1(t)

d

dx

(
α2utux

)
dx+

1

2
ω′(k)

[
u2
t + α2u2

x + β2u2
]x2(t)

x1(t)

=
[
α2utux

]x2(t)

x1(t)
+

1

2
ω′(k)

[
u2
t + α2u2

x + β2u2
]x2(t)

x1(t)

=

[
1

2
ω′(k)

(
u2
t + α2u2

x + β2u2
)
+ α2utux

]x2(t)

x1(t)

Und wir wissen es gilt u ∼ 2A cos
(
δk
2

(
x− ω′(k)t

))
sin(kx− ω(k)t)

Gibt es einen Fehler in dem Buch?

Die Gleichung u(x, t) = 2A cos
(
δk
2

(
x− ω′(k)t

))
sin(kx− ω(k)t)+O(δk) ist kor-

rekt.
Wir beginnen mit u = A (sin (kx− ω(k)t) + sin (k + (δk)x− ω(k + δk)t)) mit

2



δk ≪ k.
Und substituieren θ1 = kx− ω(k)t und θ2 = k + (δk)x− ω(k + δk)t.

Mit dem Einsetzen von ω(k + δk) = ω(k) + δk ω′(k) +O((δk)2) erhalten wir:

θ1 = (k + δk)x− (ω(k) + δkω′(k)) t

θ2 = kx− ω(k)t︸ ︷︷ ︸
θ1

+ δkx− ωkω′(k)t︸ ︷︷ ︸
∆θ

=⇒ θ2 = θ1 +∆θ

Also ist u = A sin (θ1)+A sin (θ1 +∆θ) und wir wissen sin (α) + sin (β) = 2 sin
(

α+β
2

)
cos

(
α−β
2

)
=⇒ sin

(
θ +

∆θ

2

)
und cos

(
∆θ

2

)
=⇒ u = 2A sin

(
kx− ω(k)t+

1

2
δk (x− ω′(k)) t︸ ︷︷ ︸

für δk≪k

)
cos

(
1

2
δk (x− ω′(k)t)

)

=⇒ u = 2A sin
(
kx− ω(k)t

)
cos

(
1

2
δk (x− ω′(k)t)

)
+O(δk)
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