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1 Elektrische und magnetische Felder

In diesem Kapitel werden die Grundlagen zur Herleitung der Maxwell Gleichungen ein-
gefiihrt. Diese Formeln wurden historisch experimentell hergeleitet und beschreiben die
Kraft und Felder, die durch Ladungen und Strom erzeugt werden. Als erstes betrachten
wir uns die elektrischen Kraft, die zwischen zwei Punktladungen 1 und z3 mit Ladung
q1 und g9 wirkt. Diese wird durch

_ q1q2(w2 — 1)
47r€0\x2 - 1'1’3

beschrieben, wobei gy ~ 8,854 - 10712Fm~! die Permittivitit im Vakuum ist. Fiir das
elektrische Feld, welches von einer Punktladung erzeugt wird, soll die Kraft, die auf eine
zweite Punktladung wirkt, durch F' = ¢o F/ dargestellt werden. Es folgt daher

_ @z — 1)
dmep|ze — 1)

Weiterhin hat man beobachtet, dass elektrischer Strom ein magnetisches Feld senkrecht
zur Stromrichtung erzeugt. Die Kraft, die auf geschlossene Stromkreise C'; und Cy, durch
die Strom der Stérke Iy bzw. Is flieit, wirkt, wird dabei durch

0]1[2 / / d.’L’Q X da:l X (332 — xl))
Co JC4 w2 — 212

beschrieben. Es ist pg ~ 1,257 - 1075 Hm ™" die Permeabilitit im Vakuum. Ahnlich wie
im elektrischen Fall, soll dF = Idxs x dB fiir ein magnetisches Feld gelten. Hierbei
wird das Differential der Kraft betrachtet, da die Kraft durch einen Fluss erzeugt wird,
weshalb man ein infinitesimales Leiterstiick anschauen muss. Fiir das magnetische Feld
gilt dann

Ko T2 — X1
dB = —1id _— . 1.1
. 1a4T1 X |x2—x1|3 ( )

Das Zusammenspiel dieser beiden Krifte auf ein sich mit Geschwindigkeit v bewegendes
Teilchen mit Ladung ¢ wird durch die Lorentz-Kraft beschrieben. Die Herleitung lautet
wie folgt:

dF = q-dE + Idz x dB
:q-dE+%da:><dB
= q(dE +v x dB).



Also
F=q(E+vxB). (1.2)

Man sieht also, dass die Kraft eine Komponente hat, die senkrecht zur Bewegungsrich-
tung zeigt.

Nun fithren wir Begriffe fiir Volumen V mit Ladung ein: Die Ladungsdichte p und die
elektrische Flussdichte j. Diese werden wie folgt definiert:

Entsprechend kann ein elektrisches Feld fiir ein Volumen definiert werden durch

E(x) = ! /Vp(:no)(:r—xo)dxo‘ (1.3)

 4reg |z — 203

Weiterhin kann die Ladungserhaltung als

dp
—=-V-j 1.4
5 J (1.4)
formuliert werden. Intuitiv sagt diese Gleichung aus, dass sich die Ladung eines Volumes
um genau die Menge #dndert, die rausflief3t.



2 Maxwell-Gleichungen

Jetzt untersuchen wir Eigenschaften elektrischer und magnetischer Felder und deren
Zusammenspiel, welche durch die Maxwell-Gleichungen beschrieben werden.

2.1 Divergenz eines elektrischen Feldes

Wendet man 1.3 auf eine Punktladung an, erhéilt man

B(z) = Z(:;o) \(5—_ ;00%

Wir wollen den Fluss einer Punktladung x¢ durch ein Volumen V' bestimmen, welcher
durch

E -ndS
oV

beschrieben wird. Als erstes betrachten wir uns den Fall, dass 9 ¢ V. Dann folgt mit

dem Satz von Stokes
/ E-ndS:/ V- Edz.
ov 1%

Betrachtet man sich den Integranden V - E/; erhélt man nach vektoranalytischen Umfor-
mungen

q T — o
V.E= .
dreg o — xo)?
LY (¢~ z0) 3 + (&~ 70) - Y
=——V - (r—29)—— + (@ —2) V"
dreg AP NE 0 |z — w0
= (@ a0) (o Ve - o))
" dmeg |x — x0)? 0 |z — o|* 0
_qa , 3 B B 3 T — X
~ dreg ]m—xo\:”—i_(x %0) - ( |z — zol* |2 — 20|
_ 4 ( 3 _ 3 )
Areg | — 2o |x — 203
= 0.
Also folgt
E-ndS=0
ov



fiir xg ¢ V. Fiir den Fall € V betrachten wir uns einen Ball B,(x¢) C V. Nach obiger
Beobachtung gilt nun

E-ndS=0
oV’

mit V' =V \ B,(zg). Beachte nun, dass V' = 9V U 0B, () ist und somit

/ E-ndS:/ E -ndS — E -ndS
oV oV’ 0By (z0)

:/ E -ndS
OB

r(zg)

—/ E~n0d5’
0B,

z0)

B
27 pm q
= / / 5 2 sin 0dfde
o Jo 4meor

2m
0 27750

4
€0

gilt, wobei mit ng das Einheitsnormalenvektorfeld von B, (z). Hebt man diese Berech-
nungen nun auf die Ebene geladener Volumen, erhélt man

/V-Ed3x:/ Md?’fv.
1% v €0

Da dies fiir alle Volumen gilt, folgt

2.2 Divergenz eines magnetischen Feldes

Fiir die Divergenz eines magnetischen Feldes betrachten wir uns nun 1.1 in Integralform:

Ho Tr —Zo

Ho : 1 3
. v d
o VJ($0)><( |x_$0|) )

L 1
A Jy |z — zo

X j(l‘o)dgﬂfo

Fiir den néchsten Umformungsschritt betrachte

] 1 1
v 2@ V x j(z0) + V——— x
|z — x| |z — x| |z — x|
1 .
= v]w—xo\ X j(z0)-

J(o)




Der erste Term fillt hierbei weg, weil j(x0) nicht von z abhéngt. Aus dieser Uberlegung
folgt

NO 1 3
B(z) = -
(x) V P $0\ X j(xo)d’xo

|x—a:0|
== d3
47TVX /V ]a:—xo\ 0

Also sieht man direkt, weil fiir jedes Vektorfeld v gilt, dass V - (V x v) =0,

Ho J(xo) 3
V.-B —V - (V x d = 0.
(z) = 47 ( v |z — x| %)

Es gilt also
V-B=0.

2.3 Rotation eines elektrischen Feldes

Um die Rotation eines elektrischen Feldes zu bestimmen, ist es wichtig das Konzept der
Induktion zu kennen. Kurz gesagt ist dies die Tatsache, dass in einem Leiter, der durch
ein magnetisches Feld bewegt wrid, ein Strom erzeugt wird. Aus dieser Beobachtung,
kann man schlieflen, dass auf den Leiter C' eine Kraft wirkt. Es folgt also

/CF-dxyéO.

Da die durch Lorentz beschriebene Kraft proporitonal zu E+wv x B ist, aber vx B-dz = 0
ist, weil v parallel zu dx ist, gilt

Sz/E-dx;éO.
5

Hier ist £ die elektromotorische Kraft, welche auch durch —% fCB - ndS berechnet
werden kann. Es folgt mit Satz von Stokes

/(VXE -ndS = /E das——/B ndS = /— -ndS.

Damit erhalt man also
0B

VxE=_22
% ot



2.4 Rotation eines magnetischen Feldes

In der Physik gibt es eine Formel von Ampere fiir zeitunabhéngige Strome, also % =0,
die wie folgt lautet:
VXxB= /Loj.

Warum diese Formel nur fiir zeitunabhéngige Strome gilt, sieht man direkt anhand der
Rechnung

V- (Vx B)=uyV -j.
Da die linke Seite 0 ist, folgt aus der Ladungserhaltung

dp
Vj=——+.
Y
Fiir zeitabhéngige Strome ist dies jedoch ungleich 0. Um die Formel fiir solche Stréme
anazupassen, filhrt man einen Verschiebungsstrom jp ein und schrreibt die Formel wie
folgt um:
V x B = puo(j+jp)

Mit der Wahl jp = eo9Z gilt

ap oF
AT
_ O _OV-E
ot 0 ot
op a p
a‘i’an%
=0.

Somit sorgt der Verschiebungsstrom dafiir, dass die Gleichung weiterhin stimmt. Diese
Anpassung fiir zeitabhéingige Strome ist die 4. Maxwell-Gleichung. Mit ¢g = \/ﬁ gilt

alsO 1 8E
VX B=pj+ 3

2 (2.1)



3 Elektrische und magnetische Felder als
Wellen

Im Folgenden betrachten wir uns die quellfreien Maxwell-Gleichungen, das heifit p = 0
und j = 0. Wir erhalten

V-E=0 (3.1)
V-B=0
0B
E=-"— .
V x 5 (3.3)
1 0F
B=—-—. 4
V x 2 o (3.4)

Offensichtlich ist B = E = 0 eine Losung. Diese Losung besagt jedoch lediglich, dass
nicht aus dem Nichts elektrische oder magnetische Felder entstehen. Im Folgenden un-
tersuchen wir, ob es noch eine weitere Losung gibt. Betrachte dazu

OB, O(VxB)ss 10°E

3.3 _9P M-
VX (VX B) =V (=) ot ct ot?
3.4 1 0F 190(VxE)ss 10°B
B = —_——) == = —— —
Vx(VxB) vx(c% 815) & ot & ot?

Auflerdem gilt fiir die doppelte Rotation
Vx(VxE) =V(V-E)-VE%X _V2E
V x (VxB)=V(V-B)-V2B% _Vv?B.

Aus diesen Erkenntnissen folgert man nun

1 0%E

V2E = ———
2 o

1 9°B

VB= &
cg ot?

Dies sind genau die mehrdimensionalen Wellengleichungen. Man schlief3t also, dass elek-
trische und magnetische Felder Wellen sind, die sich mit Geschwindigkeit co ~ 3-103ms~!
im Vakuum ausbreiten. Unter der Annahme, dass die Wellen sich in z-Richtung ausbrei-
ten und ebene Wellen sind, erhilt man fiir die Wellen die Gleichungen

E(r,t) = R(Ec(2)e™")
B(r,t) = R(Bc(2)e™"),



wobei wir im Folgenden der Ubersichtlichkeit halber $() weglassen. Um nun E¢ zu
bestimmen, setzen wir obige Gleichung fiir das elektrische Feld in die Wellengleichung
ein und erhalten

10 ;
2 t t
VEc(z)e"™" = %aEc(z)e““
2 wt _wa iwt
< V7 Ec(2)e"" = 2 Ec(z)e
0
0? w?
— ﬁEC(Z) = TEC(Z)»
0

wobei w die Kreisfrequenz ist. Die Losung dieser Differentialgleichung lautet

wz

Ec(z) = Eoe™ <o .

Analog erhélt man _

Be(z) = Bpe™ 0 .
Wegen 3.1 muss

V-E(rt)= o

E07zei%em = :tEngei%ei“t L0 — Ey.=0
Co

gelten. Mit gleicher Rechnung fiir B(r,t) folgt

Bo.. = 0.

Die elektrischen und magnetischen Felder liegen also in der (x, y)-Ebene. Wegen 3.3 sieht
man auflerdem

o8, _ 0B,
- ot
oy | L[ _dB,
9z o5
0 ot

Vergleicht man die ersten Eintrédge erhélt man

_ 9By 0L,
0z ot
a iiwfz . a iiwz .
— _7E0’ye co ezwt — _730@6 =) ezwt
0z ot
W fiwz Liwz .
— FEy,—e et = +By e iwe™t
Co
1
< Boz=——Fpy,.
o
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Aus der zweiten Zeile folgt

OE, 0By
oz Ot
a iwz . 6 wz .
= @Eo,xei et = _aBo,yejE 0 et

W fivz fiwz
& *Ej,—e et = +By e o iwe™
o

t

1

< BO,y = -
0

Eoa.

Fasst man diese Gleichungen als Vektoren zusammen, sieht man

Box\ | (~Foy\ | (0
BO,y = — EO,x =—10 X Eo.
0 O\ o “\1
0
Mit dem Wellenzahlvektor & = | 0 | bildet also (k, Ey, By) ein Orthogonalsystem.

w

o
Die lineare Hiille span(k, Ey) bezeichnet man als die Polarisationsebene. Mithilfe des
Wellenzahlvektors kann man nun E(r,t) und B(r,t) wie folgt umschreiben:

wz

E(T, t) = E(]ei <o eiwt _ Eoei(wtik.r)

wz

B(T, t) = B()ei <o eiwt _ Boei(wtik.r)

_ l(k % Eo)ei(wt:tk-r).
w

Das magnetische Feld steht also stets senkrecht auf dem elektrischen Feld. Da die z-
Komponente fiir beide Felder immer 0 ist, stehen die Felder auch senkrecht auf k. Fiir
reelle k bezeichnet man elektromagnetische Wellen mit Fy = Av fiir A € C und v € R3 als
eben polarisiert. Falls |R(Ep)| = |S(Ep)|, spricht man von zirkular polarisierten Wellen
und sonst von elliptisch polarisierten Wellen. Diese Bezeichnungen stammen aus den
jeweiligen Bahnen, die die Felder entlanglaufen.
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4 Energie elektromagnetischer Wellen

In diesem Kapitel betrachten wir uns die Energie der elektromagnetischen Wellen. Dazu
rufen wir uns die Formel 1.2 fiir die Lorentz-Kraft in Erinnerung und heben diese auf
Volumenebene und erhalten

F=pE+jxDB.

Betrachtet man die Leistung, die durch ein geladenes Teilchen und dessen elektrisches
Feld verursacht wird, gilt

P:v-F:v~(pE+j><B)=pv-E+v~(j><B)j::va-j.
Fiir die Gesamtleistung folgt also
Plies = / E.jdz

2.1 O0F
E- B —
/ ,U«va soat)dac
1

= E-(VxB)da:—eo/E 9F s,
14

1o v ot
1 3 1 3 OE 5
=—— | V- (ExB)d’r+— | B-(VXE)d’r—¢y | E- —d
Ho Jv to Jv % ot
1 1 B
= (ExB)-ndS—/B 9 d3x—50/E 9E s,
to Js po Jy Ot v ot
Wendet man nun 9 oU
— =2 — 4.1
atU U=2(U- ot ) (4.1)
auf die hinteren Integrale an, erhélt man
Poes = —— [(Ex B) -nas — & / B2z 6“/ |E|d32)
Ho Js dt 2110

Wahlt man nun V so grof, dass keine Energie aus V rausfliet, fillt der erste Term weg

und es gilt
d 1 €0
Pges = ——(— [ |B]*d? / E|d®
oo =~ (g [ 18R+ T [ |l

Mit der Gleichung P = —%J , wobei J Energie ist, folgt fiir die Energiedichte

€02 1 2
J)==|F —|BJ*.
(1) = FIEP+ 5 1B

12



Den Term, der in obiger Rechnung weggefallen ist, nenn man Poyntingvektor Py, =
L E x B. Dieser beschreibt den Energiefluss pro Flicheneinheit in einer elektromagneti-
schen Welle. Nun wollen wir die durchschnittliche Energiedichte wéhrend einer Periode
bestimmen. Betrache dazu zuerst

1
B() = *(k X Eo)
w

k 1
=180l = ) = Ly
w Co
<« |Ey|* = 3| By|?

Weiterhin kann man die Energiegleichung schreiben als

LB

60 2
=B
T0) = SIBOP + 5 -

€o 2 1 2 i(wttkr)y|2
= (=|F By|*)|R
QAP + 5= |Bol?) R(e 447
= (B2 + = Bof?)| cos(wt £ k - 7))
2 240
Da die Mittelung des Quadrats des Kosinus iiber eine Periode % ist, folgt
(7) = ZUEP + 1B
4 4po '
AuBerdem gilt nach obiger Uberlegung
2
60 2 EOCO 2 1 2
—|Ey|* = —|By|* = —|Bo|*.
1 | Eol 1 | Bol 4#0' ol

Die Energie iiber eine Periode kommt also gleichermafien aus dem elektrischen und dem
magnetischen Feld. Fiir den Poyntingvektor gilt

1 1
P(t) = —FE(t) x B(t) = —(Eo x Bp)|cos(wt + k- 7))|*.
Ho Mo
Uber eine Periode gemittelt, folgt

1
P)y=—(FE B
(P) 2#0( 0 x Bo)
1 1
—TM(EOXEICXEO)
= L Lu(Bo - Bo) - Bo(Bo- 2h))
= 5\ o Bo o(Eo- =

_|Eo)?

= k
2w
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Also fliefit, die Energie, wie erhofft, in dieselbe Richtung, die die elektromagnetische

Welle. Fiir die Transportgeschwindigkeit ¢, der Energie gilt mit k| = % und ¢y = \/;)%

(P)

)
|Eo|?
2uow
LIER + 45| B
|Eo?
2uow
S
1
= k
€0 flow
k

= Co77 -

14

Die Energie fliefit demnach exakt mit derselben Geschwindigkeit wie die Welle. Man
spricht auch davon, dass keine Dispersion auftritt.
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5 Elektromagnetische Wellen in Leitern
und Isolatoren

In diesem Kapitel betrachten wir elektromagnetische Wellen in Leitern. Da Elektronen
in Leitern flieen kénnen, ist es nicht erstaunlich, dass diese mit elektromagnetischen
Wellen wechselwirken. Dies fithrt zu folgenden Anpassungen der Maxwell Gleichungen

V-D=p (5.1)
V-B=0
0B
E=—— 5.
V x BN (5.3)
oD
H=7+— 4
V x j—|—at (5.4)
mit
wH=B-M
D =¢yE+ P,

wobei P die Polarisation und M die Magnetisierung beschreibt. Diese Zusammenhénge
lassen sich weiter fiir isotrope Materialien und schwache elektromagnetische Wellen ver-
einfachen zu
uwH =B
D=c¢cFE

mit der Dielektrizitdtskonstante € und der magnetischen Permeabilitdt u, welche mate-
rialabhéngige Konstanten sind. Auflerdem gilt fiir Leiter das ohmsche Gesetz

j=0kF.

Hier beschreibt o die elektrische Leitfihigkeit des Materials in der Einheit Sm™!. Mit
der Ladungserhaltung 1.4 und 5.1 folgt auflerdem

op
a_—v
=—-oV-FE
o
= ——p_
€
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Mit 7, = £ gilt also fiir die Ladungsdichte

t

p(r,t) = p(r,0)e 7,

das heifit, dass die Ladungsdichte mit der Zeit gegen 0 konvergiert, wobei die Ladung
schneller zerfillt, je grofler die Leitfahigkeit des Materials ist. Dieser Effekt lésst sich
damit erkldren, dass die Ladung ein elektrisches Feld erzeugt, welches dafiir sorgt, dass
durch das ohmsche Gesetz ein Stromfluss entsteht. Die Elektronen werden hierbei an
die Oberfliche des Volumens bewegt, da dort der grofftmogliche Abstand zwischen den
Elektronen erreicht werden kann. Die maximale Ladungsdichte, die ein Leiter so auf sei-
ner Oberfliche aufnehmen kann, bezeichnet man mit pg und die maximalen Flussdichte
mit jg. Mit der Ladungsdichte geht nun auch die Stromflussdichte im Inneren gegen
0, da weniger Ladung dazu fiihrt, dass der entstehende Fluss auch geringer wird. Das
ohmsche Gesetz ldsst nun auch folgern, dass das elektrische Feld gegen 0 konvergiert.
In einem theoretischen perfekten Leiter, das heifit ein Leiter mit o = oo, gilt also, dass
im Inneren das elektrische Feld gleich 0 ist. Demnach werden elektromagnetische Wellen
an der Oberfliche von perfekten Leitern vollstindig reflektiert, da sie nicht ins Innere
eindringen kann. Fiir perfekte Isolatoren, also ¢ = 0, leitet man analog zu den obigen

Kapiteln her, dass sich elektromagnetische Wellen mit Geschwindigkeit ¢ = \/157 ohne

Dispersion ausbreiten. Fiir alle anderen Fille (0 < 0 < oo) beobachtet man Absorp-
tionsphédnomene von verschiedenen Materialien, die bestimmte Frequenzen absorbieren
und Wellen dédmpfen. Auflerdem beobachtet man generell, dass sowohl € und p in der
Realitéit frequenzabhéngig sind, was die Analyse von Wellen in nicht perfekten Leitern
und Isolatoren schwieriger macht. Dennoch sind die in diesem Kapitel hergeleiteten Er-
gebnisse ein guter Anfang, auf die die komplexeren Fille aufbauen konnen.
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