Herleitung der Energiegleichung

1 Herleitung der akustischen Energiegleichung

Ausgangspunkt ist die Impulsgleichung;:
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Um diee Energiegleichung zu erhalten, bilden wir ein Skalarprodukt mit der Geschwin-
digkeit u:

+p(u-V)u=—-Vp.
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u- <p§ + p(u - V)u) =—u- Vp.
Damit folgt:
ou

pu- — +pu-(u-Vju=—u-Vp.

Fir den konvektiven Term verwenden wir die Vektoridentitat

ux(qu):%V(u-u)—(u-V)u.

Daraus ergibt sich:
1
(u-V)u:§V(u~u)—u>< (V x u).

Durch Einsetzen:
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+ pu - kV(u-u)—uX (qu)] = —u- Vp.

Da der Vektor u x (V x u) senkrecht zu u steht, gilt
u-fux(Vxu)=0.

So bleibt

ou L, 5
pu«ajtpu-V(Elu\ ) =—u-Vp.

Auch gilt:

Damit erhalten wir



Jetzt umschreiben wir die Terme. Fiir den ersten Term gilt:
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Fiir den zweiten Term verwenden wir die Produktregel:
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Auch der Druckterm wird mit der Produktregel umgeschrieben:

—u-Vp=-V-(pu)+pV-u.
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Jetzt benutzen wir die Massenerhaltungsgleichung

Folgt:

dp
E—FV-(pu)—O.

Die beiden Terme

__’ ’28p

1V - (pu)
verschwinden, weil
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—2|u\ {875 +V. (pu)] =0.

Damit bleibt
0 2 Lo
% ]u] +V- §p]u| u|=-V-(pu)+pV-u

Die Divergenzterme kénnen zusammengefasst werden:
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815( plu| ) + V- [(p+§p]u] )u] =pV - u.

Nun wird V - u mithilfe der Kontinuitétsgleichung umgeschrieben. Aus

Ip
a%—V-(pu)—O

folgt mit
V-(pu) =pV-u+u-Vp

die beziehung:
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pV-u——(8t+u Vp)
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+pV-u+u-Vp=0.

Daraus ergibt sich



Das heifit:

Damit kann man schreiben:

Einsetzen in die Energiegleichung:
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Wir bringen den rechten Term auf die linke Seite:

o (1 pDp 1

P <2p!u! ) Py i LU plul” ) ul.
Nun integrieren wir iiber ein festes Volumen V' mit Oberflache S:

/gt( Iu\2) dV+/ pgtdv_—/vv. [(p—i—%p\u\Q) u} dv.

Da das Volumen fest ist, kann die Zeitableitung vor das Integral gezogen werden:

d 1 2
pr ,0|u| dV+/VpDdV——/‘/V-{(p+§p|u|>u}dV_

Mit dem Gaulsschen Integralsatz

/V-DdV:/D-ndS
% S

Wo n ein duferer Normalenvektor. ergibt sich

d pDp 1,
7 p|u| dV+/ ;EdV——/S(p—i- §p]u] )u-ndS.

Dies ist die Energiegleichung;:

d p Dp 1
d dv = — —plul? | u-nd
pr p|u| V+/VpD 1% /S(p+2p|u| )u ndS

Der erste Term beschreibt die Anderung der kinetischen Energie. Der zweite Term
beschreibt die Energie, die durch Kompression im Gas gespeichert wird. Die rechte Seite
beschreibt die Arbeit der Druckkréfte auf der Oberflache und den Fluss kinetischer Energie
durch die Oberfléche.
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Fiir kleine akustische Storungen schreiben wir
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p = po+p, P =po+ D, u=

Erhalt man aus der Energiegleichung zunéchst
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Diese Gleichung entspricht im Wesentlichen der Massenerhaltung und enthélt noch
keine eigentliche Energieinformation iiber die Druckschwankungen. Dafiir miissen Terme
zweiter Ordnung in den kleinen Grofen beriicksichtigt werden.

Behélt man die quadratischen Terme, erhdlt man

d 1, / D Op / -
— [ —poju|"dV + | ———dV = — a-ndS.

Der kinetische Energiefluss auf der rechten Seite von (*) erscheint hier nicht, weil
er kubisch in kleinen Grofen ist. Auferdem enthélt die rechte Seite nur die Arbeit der
Druckschwankung p, nicht die Arbeit des konstanten Hintergrunddrucks py.

Aus der linearen akustischen Beziehung

p=cp
folgt
pop _cpop
po Ot py Ot
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ergibt sich

1, 1 (p\° 7
2Pop S 2p0 \) 2o

Damit definieren wir die potentielle Kompressionsenergie pro Volumen:
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Die kinetische Energie pro Volumen ist
1
K = —polal’.
2Po|11|

AuBerdem definieren wir die akustische Intensitat
I=pu.
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Damit kann die Gleichung als

d
4 (K+U)dV:—/I-ndS
dt Jy s

geschrieben werden.
Diese Gleichung zeigt, dass die zeitliche Anderung der akustischen Energie in einem
Volumen gleich dem negativen Energiefluss durch die Oberfliache ist.



