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Physics is just F = ma in different variants. - Unbekannt



Waves are just asin x in different variants. - Patrick Rossel



Formal Model
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Freie Oberflache
Starrer Boden bei
y=—h

nicht komprimierbar
konstante Dichte p
laminare Wellen
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Erhaltungsgleichungen

Sei u die Geschwindigkeit, dann gelten

Massenerhaltungssatz: V-u=0 (1)
ou 1
Impulserhaltungssatz: 5¢ (u-Vu=—-Vp+g. (2)
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Differentialgleichung

Angenommen u ist wirbellos, d.h. rotu :=V x u =0, nach dem Lemma
von Poincaré ist u ein Gradientenfeld, also u = V¢. Um nun (2) zu
vereinfachen nutzen wir die Identitat

ux(qu)-V(éu-u)—(u-V)u.

Da rot u = 0 erhalt man

(u-V)UZV(;u-u>.

Die Gravitation zeigt in Richtung —y, somit setzen wir
g+ —V(gy).
Aufgrund der Linearitat von V erhalten wir die Erhaltungssatze
Laplace Gleichung: Ap = V2¢ =0

Impulserhaltungssatz: \% (g¢ + V¢ Vo + — +gy) =0.
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Bernoulli Gleichung

SchlieBlich haben wir die Differentialgleichung

9¢

8t+ V¢ VqH—p—i—gy—C( ).

0.B.d.A sei C(t) =0, denn wir kdnnen translatieren

t
O o+ / C(s)ds
0
Damit gelangen wir zur
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Bernoulli Gleichung: B + V¢ V(;H— +gy =0.



Randbedingungen

Wir nehmen einen 2d Fluss an und 0.B.d.A. sei p,tm = 0.

1. Setzen wir den Randwert in die Bernoulli Gleichung ein, erhalten wir
die dynamische Randbedingung bei der freien Oberflache

g(f-i- ~V¢-Vo+gn=0 beiy=n(x,t).

2. Ein Fluidteilchen auf der Oberflache bleibt dort, das heiBt
D an on
= Seby et = ~gh o u- (<5L1)

das nennen wir die kinematische Randbedingung bei der freien
Oberflache
e (’977 o 87] )
b = t).
9y ~ ot Taxax Py =nkt)
3. Kein Wasser verlasst den Boden oder tritt dort hinein, das nenne wir
die Boden Bedingung

9¢ .
%—O bely——h.



Linearisierte Randbedingungen

Wir nehmen nun an, dass die Amplitude deutlich kleiner als die
Wellenlange a < A ist. Damit erhalten wir die neuen linearisierten
Randbedingungen

Laplace Gleichung: V¢ =0

9
Bernoulli Gleichung: a—f +gn=0 beiy=0
86 o
Kinematische Bedingung: 22 — 27 bei y — 0
dy Ot

Boden Bedingung: ? =0 beiy=—h
y



Losungen der Differentialgleichung |

Wir suchen nach einer Losung mit horizontalen und vertikalen
Komponenten

P(x,y,t) = Fx —ct)Y(y)
Mit der Laplace Bedingung gilt somit

¢ 9%
— +—=F'Y+FY"=0
Ox2 i Oy? i
Um die Differentialgleichung zu losen, setzt man
F// Y//
— = =k
F Y

Nun erhalt man die Losung

F = Acos(k(x — ct)) + Bsin(k(x — ct))
Y =Ce¥ + De™.



Losen der Differentialgleichung Il

Einsetzen der Boden Bedingung liefert
k (Ceky — Defky) =0 beiy=—h

und damit
C = D&%,

Wir konnen nun Y vereinfachen vermittels

Y — Cel 1 De % — De?kheky 1 De=ky — pekh (ek(erh) + e—k(y+h)) '

=2 cosh(k(y+h))
Nun definiere!
D :=2Dek"- A= AD: B=BD
damit erhalten wir
d(x,y, t) = cosh(k(y + h)) (Acos(k(x — ct)) + Bsin(k(x — ct))) .
1Bemerkung: Das Skript hat einen Fehler, dort ist A = 2AD and B = 2BD.
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Wellengeschwindigkeit

Vermittels der Bernoulli Gleichung und kinematischen Bedingung wissen
wir

20 an_ o, 0

“ o2 "8t a2 "85y
Mit unseren vorherigen Losung erhalten wir
(—k?c? cosh(kh)+gk sinh(kh)) (Acos(k(x — ct)) + Bsin(k(x — ct))) = 0.

Da die Gleichung fiir alle x und t gelten muss, folgt sofort

bei y = 0.

0 = —k?c? cosh(kh) 4 gk sinh(kh)
= = %tanh(kh)

A= g\ 21h
= 44/ Z—tanh| —
— o 1N 3

Und fiir die Winkelgeschwindigkeit w = 2;—6 gilt:

2 2mh
W= T qanh (20 = gk tanh(kh).
A A 11



Tiefes und flaches Wasser

1. Im flachen Wasser ist h < A and dadurch
c? ~ gh.
2. Im tiefen Wasser ist h > A\ und somit

2, 8

ct ~ .
2w
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Amplitude

0.B.d.A. setzen wir A= 0, da asinf + bcos = rsin(f + 1), nun

é(x,y,t) = Bcosh(k(y + h))sin(k(x — ct)).
Mit der Bernoulli Gleichung ist das

kc—=
n(x,t) = EB cosh(kh) cos(k(x — ct)),
also ist unsere Amplitude
e
gs= Echosh(kh))

n(x,y,t) = acos(k(x — ct))

2= itanh(kh)
o(x,y,t) = ﬁgh(kh) cosh(k(y + h))sin(k(x — ct)).
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Annahme Linearitat

Wir haben bei der Linearisierung einige Terme ignoriert. Nun verifizieren
wir, dass diese Vereinfachung begriindet war. In der kinematischen
Randbedingung vernachlassigten wir
0¢ 0 a’gk
a0 ()
wahrend der folgende Term erhalten blieb.
on

ot

€ O(ack).

Das ist gerechtfertigt, wenn

a’gk
c

Kack &= ag<c?= %tanh(kh) <= ak < tanh(kh).
Wobei wir unterscheiden zwischen

e Flachen Wasser tanh(kh) ~ kh and ak < kh <= a < h.

e Tiefen Wasser tanh(kh) ~ 1 and ak = 252 ~ 2 < 1.
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Elliptische Kurvenbahnen

Sei (x,y) = (Xo + Xi(t), Yo + Ya(t)) die Position eines Partikels, fiir
kleine | X1(t)| < Xo, | Y1(t)| < Yo erhdlt man

dX, 9 s )

At~ Ox (X0, Yo) = c cosh(kh) cosh(k(Yo + h)) cos(k(Xo — ct)),

dn _ 9 . S . B

dt (9}/(X07 Yo) = c cosh(kh) sinh(k(Yo + h)) sin(k(Xo — ct)).
Also

X1(t) = Ksin0; Y1(t) = y cos(0).
==
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Wir konnen nun die Energie pro Einheits horizontaler Lange bestimmen

0
1
Kinetische Energiedichte = / Ep\ng\zdy
—h

n 1
Potentielle Energiedichte = / pgy dy = Epgnz.
0

AuBerdem konnen wir die durchschnittliche Energiedichte pro
Wellenlange bestimmen

A 0
Durchschnittliche kinetische Energiedichte = % / / |Vo[2dydx =: K
0o J-n

A
Durchschnittliche potentielle Energiedichte = PE ndx =: V.

2 Jo

5|n(2nx

Weil [ cos?(nx)dx = 2x + + C, liefert das Integral

_ 1
K=V:= % A 772 dx = % i cosz(k(x— ct))dx = Zpga2.
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Energie Il

Setze z := k(y + h) und 6 := k(x — ct) um nun zu berechnen

/ / Vo[ dy dx

// <ccosh > (cosh?(z) cos(8) + sinh?(z) sin?(6)) dy dx

Fublnl P ) o .
2\ (ccosh kh ) / (cosh?(z) cos?() + sinh®(z) sin®(6)) dx dy

0
S >
A (ccosh kh)) COSh () +sinh*(z)) dy

0
Identitat
T4 (ccosh(kh ) / cszin(2z))dy
21 kh
P <ccosh p ) ) cosh(2z)dz
) 1

2
P
4
P
T4
2
Z sinh(2kh)

4 (ccosh kh 2k
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Energie 11l

Wir nutzen die Identitat
sinh(2x) = 2sinh(x) cosh(x)

nun erhalten wir hiermit

2
K-l (2 L
K 4 (ccosh(kh)) 2k sinh(2kh)

2
_r ('
_4k (CCOSh(kh)) Smh(kh) Cosh(kh)

1 , g sinh(kh)
= p8a - S - ——— -
4 c?k cosh(kh)
Die Aussage folgt nun sofort aus
2 = %tanh(kh).
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Energiefluss

Der durchschnittliche Energiefluss ist die Leistung pro Einheitsbreite, also
die Energiemenge die pro Sekunde durch die vertikale Ebene transportiert
wird. Unter der Linearitatsannahme ist die kinetische Energie

vernachlassigbar klein, damit erhalten wir

2m
-t0+U 0
Er ::i / a¢ dydt

2 h 8
t0+2*
Bernoullijileichungi / o (9(25 %d dt.
- ), Paum = PEY 3t ) ox
Weil )
f0+* o to+§
/ ? dt o / cos(k(x — ct))dt = 0,
to 8X to
folgt somit

27
w+Z o,
_pw [PTe [T 0900
7r,/t0 / ot axd y de.
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Energiefluss 1l

Wir haben die Ableitungen

2 24
£ _ _si:E(kh) el ({2 el el — @l
% ack

Ox W cosh(k(y + h)) cos(k(x — ct)).

Und vermittels Fubini lasst sich das Integral tauschen, auBerdem ist der
Durchschnitt von cos? @ iiber die gesamte Welle 1 damit erhalten wir

27
to+=—— 0
pw [T w 0¢p 0P
Er = —— — —dydt
F 2WA /,h ot Ox Y

0 23,2

a‘c’k 5

= ————cosh“(k(y + h))dy.
p/_h 2sinh?(khy < (KU ) dy
p?21§263 (th sinh(2hk))

4sinh®(kh) 2k

Die Gleichheit * gilt wegen

inh(2k
/cosh2(kx) dx = % + W +C. 20

[1*




Energiefluss 111

Sei U die horizontale Geschwindigkeit und 7 eine Zeit. Die Ernegie in Ut
wird in der Zeit 7 transportiert. Da wir bereits die Energiedichte
ausgerechnet haben, wissen wir, dass

Ur(K+V):= UrH

Die transportierte Energie muss per Definition gleich EF7 sein, damit

erhalten wir
_Ef Ef

U _
H  pga?

Vermittels algebraischer Umformungen erhalt man schlieBlich

c 2kh
=14+ ——).
V=3 ( - sinh(2kh))
Das bedeutet, dass die Energie sich in Flussgeschwindigkeit ¢, = ‘c’,—f

bewegt.
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Zusammenfassung

Wir konnen nun die wichtigsten Erkenntnisse und Eigenschaften kurz
zusammenfassen

ge= %Ecosh(kh))

n(x,y,t) = acos(k(x — ct))

2= %tanh(kh)
o(x,y, t) = ﬁi(kh) cosh(k(y + h))sin(k(x — ct))

AuBerdem haben wir gesehen, dass wir pro horizontaler Langeneinheit
eine Energiedichte von

1
H= Epga2

haben.
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Fragen?
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