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Zusammenfassung

Das Thema dieser Ausarbeitung sind Wellen in elastischen Festkorpern. Die Auswirkungen
solcher Wellen sind uns beispielsweise durch die Deformation der Erdoberfliche nach einem
Erdbeben bekannt. Da die Grofie der elastischen Deformation im Vergleich zum Festkorper
bei diesen Phanomenen gering ist, konnen wir diese Wellenphdnomene linear approximieren.
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1 Einfiihrung

Nachfolgend betrachten wir einen idealen elastischen Kéorper. Darunter verstehen wir ein lineares
und isotropes Verhéltnis zwischen Dehnung und Spannung im Koérper sowie die Tatsache, dass
die Wellenbewegung keine Temperaturdnderung und keinen Warmefluss im Koérper verursacht.
Sei x = (w1, z2,23) der Ortsvektor eines beliebigen Punktes des Korpers nach einer elastischen
Deformation. Diesen kénnen wir schreiben als Summe x = X+u aus dem Ortsvektor des Punktes
vor der Deformation X = (X7, X2, X3) und dem zugehorigen Verschiebevektor u = (uq, uz, us).
Schreiben wir die Komponenten des Verschiebevektors u als w; = w;(xz1,x2, x3,t), so gibt u; die
i-te Komponente der Verschiebung des Materials am Ort x = (z1, z2,x3) zum Zeitpunkt ¢ an.
Der Bruch w; j = Ou;/0x; gibt die Anderung der i-ten Komponente des Verschiebevektors an,
wenn sich der betrachtete Punkt minimal in der j-ten Komponente dndert. Diese Anderung ist die
Summe des Dehnungstensors e;; = %(uw +u;j;) und des Rotationstensors rj = %(u” —u;;). Der
Dehnungstensor ist symmetrisch (e;; = e;;) und misst, wie ein beliebig kleines Korperelement
gedehnt oder zusammen gedriickt wird, ohne dass es rotiert. Der Rotationstensor ist dagegen
antisymmetrisch (r;; = —rj;) und misst, wie sich ein beliebig kleines Kérperelement dreht, ohne
dass es seine Form verdndert. Die drei Komponenten des Rotationstensors sind unabhéngig
voneinander und bilden zusammen den Rotationsvektor r = (ri,r2,73), wobei ry = —%eijkrij.
Ausgeschrieben ist dieser gegeben durch

1 1 723 1 732 1 Uz, 2 —u2.3

r=|rmn|=—5|"™1]|=5|"T3]=35]|u1,3—Uus;
2 2 2

T3 712 21 U211 — U2
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Alternativ kann der Rotationsvektor berechnet werden als

0/0z1 Uy | [Us2—u23
r:§V><u:— 8/8332 X | U 25 U1,3 — U3,1
0/0x3 u3 U1 — U12

Die Volumenénderung eines beliebig kleinen Korperelements durch die Deformation bezeichnen
wir als Dilatation. Sie wird berechnet als

8u1 aUQ 8U3
A = = = — _— _— = .
€Lk E €Lk 92 + D + D23 V-u

Das Verhaltnis zwischen Dehnung und Spannung im Korper kann nun durch den symmetrischen
Spannungstensor
Oij = )\ekkéij + 2pe;; (1)

ausgedriickt werden, wobei A und p die Lamé-Konstanten sind. Fiir diese Konstanten gelten die
Zusammenhénge

Ev E

A aroa—z) M AT oy

zwischen dem FElastizitdtsmodul E und der Poissonzahl v. Diese Groken beschreiben das Ausmafl
der elastischen Deformation des Koérpers durch Einwirkung einer dufseren Kraft. Fiir Stahl sind
die typischen Werte Egian = 200 - 10° % und vsian =~ 0, 26. Die Lamé-Konstanten sind dann

200 - 10° X - 0,26

A ~ ~86-1010 L% d
Stabl = (1710,26)- (1-2-0,26) m?
200 - 109 X,
N wm' 79,100 N
HStahl 9. (1 T 0’ 26) y m2

Kleine Deformationen eines elastischen Korpers konnen durch die Bewegungsgleichungen

82ui aaij
— 2
P02 = oz, @

beschrieben werden, wobei p die ungestorte Dichte bezeichnet, also die Dichte des Korpers im
Ruhezustand, bevor dieser durch eine Welle beeinflusst wird. Hierbei gehen wir davon aus, dass
im Korper selbst keine Kréfte wirken, welche die Wellenausbreitung im Allgemeinen jedoch nicht
beeinflussen wiirden. Einsetzen von Gleichung 1 in Gleichung 2 ergibt unter Verwendung der
Ableitungsregeln und dem Einsetzen der Formeln der Dilatation und des Dehnungstensors

O*u; O Nerxdij + 2pue;j) Oeg; Oeij
i_ 7 ij) _ Ay 1j
P ot? aSCj I aﬂfj N(‘)xj

B D) duy, aQui aQUj B 0 8u]‘ aQUi
= Mg, (axk) s (axjaxj * axiax) = A+ <8x> 905005

Alternativ kann Gleichung 3 in Vektorform geschrieben werden, als Navier-Gleichung

+2

(3)

d%u

Pom = A+ u)V(V -u) + uV3u, (4)

und bildet die Grundlage fiir unsere weitere Beschéftigung mit Wellen in elastischen Korpern.
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2 Wellen in einem unendlichen elastischen Korper

In einem unendlichen elastischen Kérper gibt es keine Grenzflachen, wodurch sich die Mathematik
stark vereinfacht. Mit der Identitit V2u = V(V-u) — V x (V x u) ist Gleichung 4 von der Form
0*u

P o = A+ uV(V-u)+p{V(V-u) =V x (Vxu)}

=A+20)V(V-u) — pV x (V xu).

()

Da V- (V x F) = 0 fiir jedes differenzierbare Vektorfeld F' und da die Reihenfolge der partiellen
Ableitungen vertauscht werden kann, ist die Divergenz von Gleichung 5 gegeben durch

82
oz
Durch Umstellen von Gleichung 6 erfiillt die Dilatation A =V - u

(V-u) = (\+2p)V3(V-u). (6)

V2A = mit ¢} = . (7)

t2 p

19*°A 5 A42u
ct 0

Die Volumenéanderungen im elastischen Korper 16sen somit die dreidimensionale Wellengleichung
mit der Geschwindigkeit ¢; = /(A + 2p)/p und werden als Primdrwellen bezeichnet.

Da VxV(V-F) =0 fiir jedes differenzierbare Vektorfeld F' und die Reihenfolge der partiellen
Ableitungen wieder vertauscht werden kann, ist die Rotation von Gleichung 5 gegeben durch

82

p@(qu):—qu {V x(Vxu)} (8)

Verwenden wir nun, dass r = %V xuund V-r =0 wegen V- (V x u) =0, so erhalten wir aus
Gleichung 8 mit der obigen Identitéat
1 0%r W
2 - 2
== t =—. 9
r 2 o mit ¢ P (9)
Die beliebig kleinen Rotationen im Koérper losen somit die dreidimensionale Wellengleichung mit
der Geschwindigkeit co = \/u/p. Wegen ¢; > ¢ liegen diese Wellen hinter den Primérwellen und
werden daher auch als Sekunddrwellen bezeichnet.
Betrachten wir die obigen Wellen in einem begrenzten Abschnitt, so liegen die Geschwindig-
keiten dieser Wellen bei Stahl mit einer Dichte von pgtan &~ 7800 % beispielsweise bei

8,6-1010 % +2.79.100 L
7800 5%

C1, Stahl ~ \ ~ 5600 7 und
7,9-1010 I

~ 3180 .
7800 5% °

C2, Stahl =~ \

Die Werte sind damit deutlich grofer als die Schallgeschwindigkeit in Luft mit nur etwa 340 .
In den folgenden beiden Unterabschnitten untersuchen wir zwei einfache Losungen der obigen
Gleichungen 7 und 9 in einem unendlichen elastischen Korper.
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2.1 Eindimensionale Dilatationswellen

Wir betrachten zuerst Wellen, die nur in einer Dimension schwingen und sich in dieselbe Richtung
ausbreiten. Hierfiir setzen wir uy = ui(x1,t) und ug = us = 0. Folglich sind A = du;/0x; und
r = 0. Die Dilatation A erfiillt somit die eindimensionale Wellengleichung

PA 19°A
ax% a C% ot2?

mit der obigen Geschwindigkeit ¢; = /(A + 2u)/p (siehe Gleichung 7). Da bei diesen Wellen die
Schwingungsrichtung mit der Ausbreitungsrichtung {ibereinstimmt, werden sie als Longitudinal-
wellen bezeichnet. Auch wenn die Dilatation eindimensional schwingt, besitzt der symmetrische
Spannungstensor die drei nicht-trivialen Komponenten
011 = Aegpd11 + 2per; = Agz + 2#22 =+ 2#)227
8U1

dxy

ou

und o033 = Aegpdss + 2uess = A
aIE1

022 = Aeppd2o + 2pe22 = A
Ein typisches Beispiel fiir Longitudinalwellen sind Schallwellen.

2.2 Eindimensionale Rotationswellen

Schwingen die Wellen nur in einer Dimension, breiten sich jedoch senkrecht dazu aus, sind also

beispielsweise ug = ug(x1,t) und u; = ug = 0, so folgen daraus A = 0 und r = (0,0, %8u2/8x1).

Dann erfiillt die dritte Komponente des Rotationsvektors r3 die eindimensionale Wellengleichung
62T3 . 1 827'3

o2 2 ot?
mit der Geschwindigkeit co = /p1/p (siehe Gleichung 9). Da bei diesen Wellen die Schwingungs-

richtung senkrecht zur Ausbreitungsrichtung steht, werden sie als Transversalwellen bezeichnet.
Die nicht-trivialen Komponenten des symmetrischen Spannungstensors sind hier

Oug Ouy
o12 = 2peiz = . und o091 = 2pues = P ey

Ein typisches Beispiel fiir Transversalwellen sind die Schwingungen einer Saite. Zur Veranschau-
lichung zeigt Abbildung 1 die Auslenkungsrichtungen bei Longitudinal- und Transversalwellen.

N Transversalwelle (u L k)
Longitudinalwelle (u || k)

k (gemeinsame Ausbreitungsrichtung)

Abbildung 1: Schematische Darstellung der Auslenkung u relativ zur Ausbreitungsrichtung k fiir
Longitudinal- und Transversalwellen. Graue Punkte zeigen die Gleichgewichtslage,
blaue Punkte die ausgelenkte Lage. Veranderte Darstellung nach |1, S. 134].
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2.3 Ebene Wellen mit allgemeiner Orientierung

Wir mochten nun eine Losung der Navier-Gleichung 4 von der Form u = A exp (i(k - x — wt))
bestimmen, wobei k = (ki, k2, k3) und x = (21, z2, x3). Eine solche Losung ist konstant auf jeder
Ebene k - x — wt = konstant und beschreibt somit eine ebene Welle mit Amplitude A, die sich
in Richtung k bewegt. Die zugehorige Phasengeschwindigkeit ist ¢ = w/|k| und ergibt sich durch
Ableiten der Phase k - x — wt = konstant nach der Zeit ¢:

d dx clk k w k w
Ckox—wt) = k. &= —er = Y —le| = 2.
dt( Xx—wt)=0 = g w = C C|k| K] k] = c¢=|c| K

=C

Wir setzen den ebenen Wellenansatz u = A exp(i(k - x —wt)) in die Navier-Gleichung 4 ein. Fiir
diesen Ansatz gelten
0*u
a2
Fiir ® = i(k - x — wt) ergibt sich aukerdem

= —w?u und V?u=—|kPu

V(V-u)=V(A Vexp(®)) = V(i(A -k)exp(®)) = i(A - k) - ikexp(®) = —(A - k)kexp(®).
Einsetzen in die Navier-Gleichung 4 liefert

0%u 9

= p{-w?Aexp(®)} = A+ pu){—(A -kkexp(®)} + u{—[k|*A exp(®)}.
Da exp(®) # 0 fiir alle x und alle ¢, folgt daraus
p? A = (A4 ) (A - K)k + ulk]?A. (10)
Bilden wir davon das Skalarprodukt mit k und formen um, so erhalten wir
(A K)(p? — (A +201) K[2) = 0. (11)

Die obige Gleichung 11 ist zum einen erfiillt, wenn A -k = 0. Dann steht die Schwingungsrichtung
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung, folglich liegen rotationale bzw. transversale Wellen vor. Aus
Gleichung 10 folgt dann, dass w = ++/p/p-|k|. Zum anderen ist Gleichung 11 dann erfiillt, wenn
pw? = (A+2p)|k|%. In diesem Fall ist w = 41/ (X + 2u)/p- |k|. Setzen wir dies in Gleichung 10 ein,
erhalten wir A = (A -k)k/|k|?, folglich stimmen Schwingungsrichtung und Ausbreitungsrichtung
iiberein, somit sind diese Wellen dilatational bzw. longitudinal.

Da die Navier-Gleichung homogen und linear ist, wird sie von allen Linearkombinationen der
beiden obigen Losungen gelost. Im Allgemeinen kénnen dreidimensionale elastische ebene Wellen
somit als Uberlagerung eines dilatationalen und eines rotationalen Anteils dargestellt werden.

3 Zweidimensionale Wellen in halbunendlichen elastischen
Korpern

Seien nun —o0 < 1 < 00, —0 < T2 < 0 und —oo < z3 < oo gegeben. Dies definiert einen
halbunendlichen elastischen Kérper mit Oberfliche x9 = 0, welche physikalisch unterschiedlich
belastet sein kann und dadurch verschiedene Randbedingungen erlaubt. Unabhéngig davon, ob
die Oberflache senkrecht belastet oder unbelastet ist, ergeben uy = uq(x1, x2,t), ue = uz(x1, x2,1t)
und u3 = 0 eine zweidimensionale Losung.
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3.1 Senkrecht belastete Oberflache

Wir betrachten eine Normalkraft p(t), die ab dem Zeitpunkt ¢ = 0 auf der Oberflache x93 = 0
wirkt. Aufgrund der Translationssymmetrie in x1- und x3-Richtung betrachten wir die eindimen-
sionale Deformation u = (0, u2(x2,t),0). In Unterabschnitt 2.1 haben wir bereits gesehen, dass
sich die Navier-Gleichung 4 dann zu einer eindimensionalen Wellengleichung mit Geschwindigkeit
c1 reduziert. Der symmetrische Spannungstensor auf der Flache x5 = 0 besitzt die Komponenten

UQQ(O,t) = —p(t)H(t) und g12 = 032 — 0. (12)

Da die Wellen an der Oberfliche xo = 0 entstehen und dies die einzige Grenzfliche des halbu-
nendlichen Korpers ist, gibt es keine reflektierten Wellen, sondern nur solche, die in den halbu-
nendlichen Koérper hineinlaufen. Somit ist us von der Form

UQ(I’Q,t) = f(."L‘Q + C1t) =f (Cl <t + ?)) =F <t + -752> . (13)
1
Mit den Ergebnissen aus Unterabschnitt 2.1 und Gleichung 13 folgen

0 A+2

d = =0. 14
8.%'2 o > un 012 032 ( )

Gleichsetzen der nicht-trivialen Komponenten in den Gleichungen 12 und 14 ergibt fiir x5 =0

Mpf(t) = —p(t)H(t). (15)
c1

Umformen und Integrieren von Gleichung 15 fiithrt zu

Ft) = (_;f;(j; /0 p(s)ds, (16)

wobei wir die Konstante zu Null setzen, da wir davon ausgehen, dass der elastische Korper sich
nicht translativ bewegt. Setzen wir Gleichung 16 in 13 und Gleichung 15 in 14 ein, erhalten wir

_ 4+
ug(we,t) = ()\JriC;,M)H <t+ if) /0 " p(s)ds und

X X
Ugg(.%'g,t) =—-p <t + 2) H <t+ 2) .
C1 C1

Fiir 29 < —c1t verschwinden sowohl die Verschiebung us als auch die Spannung o9s. Zur Veran-
schaulichung ist in Abbildung 2 der halbunendliche elastische Kérper mit den Randbedingungen
auf der Oberfliche zo = 0 dargestellt.

022 = —p(t), 012 = 032 =0

IL‘QZO

Abbildung 2: Halbunendlicher elastischer Kérper mit Grenzfliche x2 = 0 unter einer senkrecht
nach unten wirkenden Oberflichenlast. Verdnderte Darstellung nach |1, S. 136].
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3.2 Unbelastete Oberflache

Wenn die Oberfliche xo = 0 weder senkrecht belastet wird noch eine Scherspannung vorliegt,
gibt es zwei verschiedene Moglichkeiten fiir eine Wellenausbreitung. Die erste Moglichkeit besteht
darin, dass sich die Welle nur in z1-Richtung ausbreitet. Solch eine Welle muss relativ nahe an der
Grenzflache liegen, um physikalisch méglich zu sein, so wie in Abbildung 3. Die zweite Moglichkeit
besteht in einer ebenen harmonischen Welle und ihren Reflexionen.

3.2.1 Abgedampfte Wellen, die sich entlang der unbelasteten Oberfliche ausbreiten

Wir nehmen an, dass zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine Deformation im halbunendlichen elastischen
Korper erzeugt wird. Nach mehreren vergangenen Deformationen kann es passieren, dass fiir
langere Zeit eine Welle zustande kommt, die sich entlang der Grenzfliche x5 = 0 ausbreitet. Es
ist davon auszugehen, dass eine solche Welle in z2-Richtung geddmpft wird. Wir suchen eine
Losung der Navier-Gleichung 4, die diese Bedingungen berticksichtigt, also eine Losung der Form

u = Aexp(i(kr1 — wt) + axs) + Bexp(i(kzxy — wt) + Bxa). (17)

Hierbei sind A und B die Amplituden sowie o und § die Abklingraten der Welle, die aus einem
Rotationsanteil (Transversalwelle) und einem Dilatationsanteil (Longitudinalwelle) besteht.

Wegen der Linearitdt der Navier-Gleichung 4 geniigt es, die beiden Summanden des Ansatzes
aus Gleichung 17 getrennt zu betrachten und separat in die Navier-Gleichung 4 einzusetzen.
Sei hierzu u = Cexp(W(y)), wobei C € {A,B}, v € {a, 8} und W(y) = i(kx1 — wt) + yxa.
Definieren wir aufserdem s = (ik, ), so gelten

0*u
52 —w?u und V?u = [s|?u.

Wegen Vexp(W(y)) = sexp(W (7)) ergibt sich auferdem
V(V-u) = V((C-s)exp(W(v))) = (C-s)Vexp(W(v)) = (C - s)sexp(W(7)).
Einsetzen in die Navier-Gleichung 4 liefert

0*u 9

= p{~w’Cexp(W)} = (A +m{(C s)sexp(W(y)} + u{Is*Cexp(W(v))}.
Da exp(W (7)) # 0 fur (z1,x2,t), kann durch den Exponentialfaktor dividiert werden, somit ist
—pC = (A + )(C - 8)s + pls[*C. (18)

Wie in Unterabschnitt 2.3 finden wir eine Losung, wenn C-s = 0 oder C || s. Im ersten Fall liegt
eine rotationale bzw. transversale Welle vor. Fiir A - s = 0 erhalten wir

Ay =—ad, Ay=ikA und w?®=cA(k* - a?). (19)
Im zweiten Fall erhalten wir analog fiir den dilatationalen bzw. longitudinalen Anteil
w? = (K - ). (20)
Per Superpositionsprinzip erhalten wir damit fiir die Verschiebung u den Ansatz

u = (ug,uz,0) = A(—a,ik) exp(W(a)) + (B, B2) exp(W(p)).
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Die Komponenten o1 und 099 des symmetrischen Spannungstensors berechnen sich dann zu

ou ou
O12 = 2ue12 = p (8:13; + a;)

= u{—a’Aexp(W(a)) + (ik)* Aexp(W (a ))+BBlexp( (8)) + ikB2 exp(W(B))}

= ,I,L{—A(k:2 + o) exp(W (a)) + (BB + ikBs) exp(W 8)}
und
0 0 0
022 = Aegpdo + 2puer = A o g2y 2p 2%z
Ox1  Oxs Oz

= MikBi exp(W(B)) + BBz exp(W(8))} + 2u{aAik exp(W () + BBz exp(W(8)) }

= MikB;1 + B2) exp(W(B)) + 2u{aAik exp(W(a)) + BB2 eXp(W(B))}.

Da wir die unbelastete Oberfliche x5 = 0 betrachten, erhalten wir daraus
—A(k* +a*) + (BBy +ikBy) =0 und 21)
XikB1 + (A 4 2u) 8By + 2uaik A = 0.

Wir haben nun insgesamt die sechs Gleichungen 19, 20 und 21 fiir die neun Unbekannten w, k, «,
B, A, A1, As, By und Bs. Dies gibt uns eine grofte Anzahl von Wellen. Um diese einzuschréanken,
miissen wir eine weitere Annahme tiber die Amplitude B machen. Wéahlen wir B = ikBs, so
gilt (B1, B2) || (ik, 8), also B || s. Damit reduzieren sich die Gleichungen aus Gleichung 21 zu

—(a® + k?)A + 2ikBs =0 und

, k2
2uaikA+ < B(A+2p) — —— p By = 0.

B
Fiir eine nicht-triviale Losung dieser Gleichungen benétigen wir, dass
(2 2 ;
det (o + k) 2ik 2 = 0.
2uavik BA+2u) — Nk*/B

Dies ist dquivalent ist zu

(a® + E*) (B2(\ + 2u) — AK?) — 4k paB =0

oder
9 c2 c2 2
(0 + &%) {52; - ( - - )kZ} = 16k"0?B?, (22)

€ €3

wobei wir verwendet haben, dass
A+2

a_2FML,

) H
Aus den Gleichungen 19 und 20 folgen

2 2

wodurch sich Gleichung 22 vereinfacht zu

2 2\ 2 2 2 2 2

y  w? w?\ ¢ c w w

(o) )4 ()T ()05
c “a/ e €3 il €3
w? \* 2 [ W? w?
—= (2- -] =1631-2 1——— .
C-ge) =ol-2(5)) (- 30)
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Setzen wir X := w?/c3k?, so erhalten wir daraus schlieflich

2-X)= 16{1— (2)2)(}(1—)()

2 2
e X' _8X34+24X2_32X +16 =16 — 16X — 16 <CQ> X +16 <CQ> X2 (23)
C1 C1

2 2
— X3—8X2:16{1—<62> }—{24—16<CQ> }X.
C1 C1

Wegen ¢ > ¢ sind beide geschweifte Klammern von Gleichung 23 positiv. Das kubische Polynom
auf der linken Seite und die Gerade auf der rechten Seite schneiden sich im Reellen genau an
einer Stelle X = X;. Vom Vorzeichen beider Seiten der Gleichung 23 bei X = 0 und X =1 folgt
0 < X7 < 1. Daraus folgt w = #+/Xjc2k. Die Phasengeschwindigkeit cr = w/k = £/ X1z ist
kleiner als jene von Rotationswellen und héangt lediglich von A, p und p ab, nicht jedoch von der
Wellenfrequenz oder der Wellenldnge. Solche Wellen werden auch als Rayleighwellen bezeichnet
und finden vor allem Anwendung in der Seismologie und der zerstérungsfreien Werkstoffpriifung.
Zur Veranschaulichung zeigt Abbildung 3 die Ausbreitung einer Rayleighwelle entlang der freien
Oberfliche x5 = 0 des halbunendlichen elastischen Kérpers und ihre Ddmpfung in Tiefenrichtung.

Ausbreitungsrichtung 2
n [ o
/\\/ o =0

Abbildung 3: Schematische Darstellung einer Rayleighwelle auf der freien Oberfliche zo = 0.
Die Welle breitet sich entlang der Grenzflache in x1-Richtung aus und klingt mit
zunehmender Tiefe ab. Veradnderte Darstellung nach |1, S. 137].

3.2.2 Die Reflexion von ebenen Wellen auf einer unbelasteten Oberflache

In Abschnitt 2 haben wir gesehen, dass ebene elastische Wellen in einem unendlichen Kérper im
Allgemeinen sowohl einen dilatationalen als auch einen rotationalen Anteil besitzen. Wenn eine
rein dilatationale bzw. rotationale Welle auf eine unbelastete ebene Oberflache trifft, kann die
davon reflektierte Welle vom selben Typ, vom anderen Typ oder eine Kombination der beiden
Typen sein. Betrachten wir hierfiir eine Dilatationswelle E mit Amplitude Ag, die im Winkel 0g
auf die unbelastete Oberflache trifft. Die davon reflektierte Welle umfasst dann einen dilatatio-
nalen Anteil D mit Amplitude Ap und Reflexionswinkel #p sowie einen rotationalen Anteil R
mit Amplitude Ag und Reflexionswinkel fg. Um dies weiter untersuchen zu kénnen, zerlegen wir
unsere Verschiebung u im Folgenden in eine eintreffende und zwei reflektierte Komponenten:

u=u"+4uP +ut (24)

Da die Amplitude der Dilatationswellen mit Geschwindigkeit ¢ parallel zum Wellenvektor ist und
die Amplitude der Rotationswellen mit Geschwindigkeit ¢y senkrecht zum Wellenvektor steht,
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sind diese Komponenten gegeben durch

u® = Ag (sin g, cos ) exp (ZkiE(l’l sin g + 22 cos O — clt)),
ul = Ap(sinfp, — cos 0p) exp(ikzD(xl sin 0p — xo cos Op — clt)) und

ul = AR (cos g, sinfr) exp (ikR(xl sin g — w9 cos O — 0275)).

Zur Veranschaulichung sind in Abbildung 4 die einfallende Dilatationswelle E sowie die an der
freien Oberfliche o = 0 reflektierten dilatationalen und rotationalen Wellen D und R dargestellt.

xQZO

Abbildung 4: Schematische Darstellung der Reflexion der einfallenden Dilatationswelle E an der
freien Oberflache x9 = 0. Die reflektierte Welle umfasst einen dilatationalen Anteil
D sowie einen rotationalen Anteil R. Verdnderte Darstellung nach [1, S. 141].

Beim Berechnen des symmetrischen Spannungstensors unter Beachtung der Randbedingungen
wiirden drei verschiedene Exponentialfaktoren vorkommen. Da auf der Oberfliche zo = 0 keine
Spannung vorliegen soll, muss jeder dieser Faktoren gleich sein, also

in 0 in 0 in 0
qu(a;l sin Og —t> _ qu(ml sin 0p —t) _ ch2<x1 sin O —t)

C1 C1 C2

gelten. Dies kann jedoch nur fiir alle (z1,t) erfiillt sein, wenn kgc; = kpcy = krca, wenn also alle
drei Wellen die gleiche Winkelfrequenz besitzen, und wenn

r18infg  x1sinfp  risinfg

C1 C1 C2

Daraus folgt direkt, dass der Einfallswinkel fg und der Reflexionswinkel der Dilatationswelle p
gleich sind. Fiir den Reflexionswinkel der Rotationswelle 6g folgt

sin g = e sin Og,
c1
also 0 < O < Og wegen 0 < ca/c; < 1. Damit kann die Verschiebung u geschrieben werden als

21 sin g + x5 cos O t> )

1

+ Ap(sin Ok, — cos ) exp (iw<x1 sin O C— zacosbp t>>
1

21 sin O — 2o cos OR t>)

C2

u = Ag(sin 0y, cos ) exp <iw <

(25)

+ Ag(cos g, sin0R) exp (z’w (

10
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Die Komponenten o192 und o9 des symmetrischen Spannungstensors auf der Oberfliche zo = 0
berechnen sich aus Gleichung 25 unter Verwendung der Identitéten

2sinfcosf =sin20, cos?f —sin®f = cos20 und sin?6 + cos?h =1

7u
o1y = 2ery = pu [ 212 4 02
12 = 4u€12 = W Oy | Oy
— i (AE(2 sin 0 cos Og) B Ap(2sin 6g cos Og) B ARg(cos? Og — sin? HR)> exp(Qp)
cl Cc1 c2
. (AE sin20p Apsin20g AR cos 29R>
= piw - - exp(Qg)
Cc1 1 C2
und
0 0 0
022 = Aegpdo + 2pue2 = A ah L o) 2 ot
ox1 0x9 0xa
~ Niw <AE(Sim2 O + cos® Og) N Ap(sin? fg + cos? OE)> exp(O)
c1 C1
A 2 A 2 AR si
N 2Miw< E cos® O N pcos” g Agsinfg cos 03) exp(p)
C1 C1 (&)
Ap+ A 29 in 20
1 c1 2¢o

wobei

QE:M(M$M@_Q,

c1
Ist die Amplitude Ag der eintreffenden Welle bekannt, so konnen wir aus den obigen Gleichungen
aufgrund der Spannungsfreiheit folgern, dass

AD sin 29}3 AR COS 29R sin 29}3

- + | = und

Ag) ¢« Ag 2 c1 (26)
Ap A+2u00820E_ Ar usin20R__/\+2u00829E
AE C1 AE C2 N C1 ’

Die obigen Gleichungen 26 zeigen, dass Ap/Ag und Ag/Ag reelle Koeffizienten sind. Daraus folgt
wegen der gleichen Winkelfrequenz w, dass die reflektierten Wellen beide entweder gleichphasig
oder genau gegenphasig zu der eintreffenden Welle schwingen.

Konventionen

e Uber doppelt auftretende Indizes wird aufsummiert (Einsteinsche Summenkonvention).

e Das Kronecker-Delta ist definiert als

1, fallsi=j,
Oij := o,
0, falls i ##j.

e Das Levi-Civita-Symbol ist definiert als

+1, falls (4,4, k) eine gerade Permutation von (1,2, 3) ist,
€k = 4 —1, falls (4,7, k) eine ungerade Permutation von (1,2, 3) ist,

0, sonst.

11
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e Der Nabla-Operator ist definiert als

8/81’1
V= |0/0xy
8/81'3

e Die Heawiside-Funktion ist definiert als

0, fallst <0
Ht):={ » 50 s5
1, fallst > 0.
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Anhang
Im Folgenden widmen wir uns den Aufgaben 5.1 und 5.2 aus [1] (siehe [1, S. 168f.]).

Aufgabe 5.1

Wir betrachten eine Sphére aus elastischem Material mit dem Radius a, die in der Frequenz w
schwingt. Gegeben sei die Verschiebung u = (u(r,t),0,0), wobei r den Abstand vom Mittelpunkt
der Sphére bezeichnet.

(a) Wir zeigen, dass das Material auf der Sphére longitudinal schwingt, d.h. dass V xu = 0 gilt.
Da die Verschiebung rein radial erfolgt, besitzt das Verschiebungsfeld in Kugelkoordinaten
nur eine radiale Komponente und kann daher geschrieben werden als u = u(r, t)e,. Mit

1 X
er==|y|, r=valty?+2?
z

folgt

12
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Setzen wir f := f(r,t) = u(r,t)/r, so ergibt sich fiir die Rotation

0/0x\ oy [ 5o (f2) = & (fy)
Vxu=Vxu(rtle = |0/dy | x r’ y| = %(fx)—a%(fz)
0/0z) ~—~—\z Z(fy) - &(fx)
ST AN G T 2 AN e AN

Y9z — Loy Yaroes — *ar oy Yarr —Tarr

(b) Wir zeigen, dass sich die Navier-Gleichung 4 in diesem Fall zu der skalaren Gleichung

Pu L0 (10 ,
o~ gy <2a< “>>

reduziert. Mit Gleichung 5 aus Abschnitt 2 folgt wegen V x u = 0, dass

0%u
Z 7 -u). 2
pog = O+ 2 V(Y ) (27)
Mit den Konventionen der vorherigen Teilaufgabe ergibt sich fiir die Divergenz
0/0x x
u(r,t 0 0 0
Vou=v-utrte = /oy | - ) = Loy Lo+ Lisa.
r oz y 0z
8/82 \T/ z
Mit der Produktregel folgt
_of of of _of  of  of
\Y u—xax+f+yay +f+zaz +f—xam+yay+zaz +3f.

Da f = f(r,t) nur von r abhéngt, folgt weiter mit der Kettenregel

Jror | dror | dror
dr Ox ydr oy dr 0z
df df y df z
——+ z

V-ou= +3f

=y Tary T T
d 2 2 2 d
_df 4yt +3f:—f'r—|—3f.
dr T dr
2/

Einsetzen von f = u/r ergibt

v.u:Ta(U)+3uzr<1%_U>+3u:8u_u+3u:0u+2u
or \r r r

Umformen ergibt

Setzen wir dies in Gleichung 27 ein, so erhalten wir schliefslich

62u_)\+2,u8<18

2
= . 2
Ot2 0 or \ r2 or (T u)> ( 8)

——

—2
=cy

82U 8 1 8 2

13
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(c) Wir zeigen, dass der Ansatz u = U(r)e™ ™! = (d¢/dr)e”*" zu

1 d [ 5d¢ 9
- = —k 2
r2 dr < dr) ¢ (29)
fiihrt, wobei k = w/ec;. Setzen wir u(r,t) = U(r)e~™?!, so erhalten wir
0%u 277, —iwt
@ = —wUe .

Sei weiter U = d¢/dr. Da e~ = ( gilt, kénnen wir nach dem Einsetzen in Gleichung 28
durch e~** dividieren und erhalten

do d (1 d [ 5do d (1 d [ 5d¢ do

w2 2 L a A i

Yo T “ar <r2dr( dr)) dr <r2dr< dr)>+ c dr 0
~—

=:k2

Also ist

d[1d(,d$\ .,

i P k26| =

i [ () +100] =0
Daraus folgt

1 d o do 9
1"2dr< d>+k¢ C. (30)

Da das Verschiebungsfeld nur von U = d¢/dr abhéngt, ist ¢ lediglich bis auf eine additive
Konstante bestimmt. Die Transformation ¢ — ¢ — C/k? lisst U und damit auch u unver-
andert. Sofern k # 0 ist, konnen wir daher ohne Einschriankung C' = 0 wahlen. Umformen
von Gleichung 30 ergibt die Behauptung.

(d) Wir zeigen, dass die endliche Losung von Gleichung 29 gegeben ist durch
Asinkr

= 31
=" (31)
Wenden wir auf Gleichung 30 (mit C' = 0) die Produktregel an, so erhalten wir
1 d d? 2
(2 d¢ 2‘5)+k2¢:o = ¢"+>¢ +k*p=0. (32)
r dr r
_(z)l :(z)ll
Setzen wir ¥ (r) := r¢(r), so gelten
/ " /
¢:%7 /:E_% und qﬁ”qu——Z%—f—Qﬂ
r roor r

Einsetzen in Gleichung 32 ergibt
1 / / "

(¢—2¢+2¢’) (¢—w>+k2¢_0<:> v +k2?20<:>¢”+k2¢:o.
r r\r r2 r r

Diese Gleichung besitzt die allgemeine Losung
Y = Asinkr + Bcoskr.

Damit ist
B Asinkr + Bcoskr
" .

Fiir r — 0 gilt aufgrund der Taylorentwicklung, dass sin(kr) ~ kr und cos(kr) ~ 1. Daher
ist sin(kr)/r ~ k beschrankt, wiahrend cos(kr)/r ~ 1/r divergiert. Da die Losung bei r = 0
beschrankt bleiben muss, folgt B = 0. Dies zeigt die Behauptung.

14
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(e) Wir zeigen, dass wenn der symmetrische Spannungstensor

ou  2)\U
= (A+2u)— + — 33
o (N +2u) 5 + " (33)
auf r = a verschwindet, dass dann
tanka 4¢3
ka  4c} — k2a%c}

gilt. Aus Gleichung 31 folgt, dass
_do A <kcosk‘r B sinkr) .

U= _
dr r 72

Leiten wir dies partiell nach r ab, so erhalten wir

o 4

r r2 r3

oU k2 sin kr kcos kr sin kr
— 2 + 2 )

Einsetzen in Gleichung 33 ergibt

oo = (A+ 21)A <_k:2 sinkr zkcoskr +2sin3k:r> N QA <kcoskr B sin2kr>
T r r r r r
2 .
A (‘()‘+2M)k sin kr _4Mkc0§kr +4Msm3kr> .
T r r

Setzen wir nun r = a und fordern o,,(a) = 0, so folgt

k2 sinka k cos ka sin ka
—(A+2pu)——— —dp——s5— +4p—5— =0.
a a a

Multiplikation mit a® # 0 ergibt
— (N + 2u)k2a® sin ka — 4pka cos ka + 4y sin ka = 0.

Fiir cos ka # 0 erhalten wir durch Division

in ka tan ka 4
Apka = (4 — (A + 2p)k2a?) 2200 - .
pha = (4 = (A +2p) a)coska 7 "ha 4 — (N +2p)k2a?
=tan ka

Mit ¢ = (A + 2u)/p und c3 = u/p folgt schlieflich

tanka 4c2p tan ka 4c2

ka  4cip — c2pk2a? ka  4c2 — 2k2a?’

Aufgabe 5.2

Wir betrachten eine zweidimensionale ebene rotationale Welle mit Amplitude I, die im Einfalls-
winkel 01 auf einen halbunendlichen elastischen Korper trifft. Der reflektierte rotationale Anteil
habe die Amplitude R und den Reflexionswinkel g, und der reflektierte dilatationale Anteil habe
die Amplitude D und den Reflexionswinkel 0p. Wir zeigen, dass dann

sinfy _ sinfg _ sinfp (34)

(6] (&) C1

15
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Analog zu Unterunterabschnitt 3.2.2 haben wir fiir die einfallende rotationale Welle den Wellen-
vektor

k[ = kg (Sin (91, COS 9[),
wobei ko = w/cy. Fiir die reflektierten Wellen haben wir die Wellenvektoren
kg = ka(sinfr, —cosfr) und kp = ki(sinfp, — cosbp),

wobei k1 = w/c;. Analog zu Unterunterabschnitt 3.2.2 erhédlt man aus der Forderung, dass die
Phasen aller Wellen auf der Grenzflache x5 = 0 fiir alle 21 und alle Zeiten ¢ ibereinstimmen

kQ sin (91 = kQ sin HR = kl sin QD

und damit
sinfy sinflg  sinfp

(6] (&) C1
Nun zeigen wir, dass die reflektierte dilatationale Welle verschwindet, wenn 6y € {0, 7/4}. Aus
Gleichung 34 folgt direkt, dass der Einfallswinkel ; und der Reflexionswinkel der Rotationswelle
Or gleich sind. Fiir den Reflexionswinkel der Dilatationswelle folgt

. c1 .
sin fp = — sin 6.
c2

Wir wahlen die Darstellung analog zum Fall der einfallenden Dilatationswelle aus Unterunterab-

schnitt 3.2.2. Damit folgt
in 60 0
u = I(cos 01, — sin 0) exp (iw <x1 SIN0L + 72C0801 t))
C2

21 sin O — x5 cos O t) >

C2

I sin 91) — X9 COS QD "
C1 '

+ R(cos 01, sin 1) exp (iw ( (35)

+ D(sin fp, — cos Op) exp (iw (

Die Komponenten o192 und 99 des symmetrischen Spannungstensors auf der Oberfliche xo = 0
berechnen sich aus Gleichung 35 unter Verwendung der Identitéten

2sinfcosf =sin20, cos?f —sin®f = cos20 und sin?6 + cos?h =1

zu
o1 = 2ery = g [ 212 4 02
12 = 212 = [ Oz | Oy
_ mw<1(0082 01 — sin? 6y) B R(cos? 0y — sin? 6;) _ D(2sinfp cos GD)) exp(Q)
C2 C2 C1
) (Icos 20 Recos20; Dsin 29D)
= piw - - exp(§2r)
C2 (&) C1
und

ox1 0xo Oxo
.2 2
_ Aiw(D(Sm Op + cos” p)

C1

0 0 0
092 = Aegr022 + 21e22 = A <u1 + W) +2u (uz)

) exp()

Isinfrcosty Rsinbcosb; n D cos? 0p

)it

cos? 6p

+ 2piw (—
(&) C2 C1

D in 260
= Nw— exp(Q) + 2piw (— (I+R) LD
c1 2¢o c1

) exp().
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z1sinf
leiw< ! I—t)
C2

geschrieben. Ist die Amplitude I der eintreffenden Welle bekannt, so kénnen wir aus den obigen
Gleichungen aufgrund der Spannungsfreiheit folgern, dass

(R) cos 20; N <D> sin 20p _ cos 261 und

Hierbei haben wir

I C2 I C1 C2
R\ psin 26; n D\ A + 2pcos? 0p _ psin 20y
I ca I c1 ey

Dies lasst sich umformen zu

D
cos 201 E —1)+ & sin20p ( — | =0 wund
I C1 I

(36)
J4sin 207 <1§ + 1> — 6—2()\ + 2p cos? 0p) <D> =0.

C1 I

Ist 01 = 0, so gilt sin20; = 0 und cos 26; = 1. Wegen c3/c1 # 0 und A + 2u cos? fp > 0 folgt in
diesem Fall aus der zweiten Gleichung von den Gleichungen aus 36 sofort, dass D = 0.

Ist Oy = 7/4, so gilt cos20; = 0 und sin26; = 1. Wegen c3/c¢1 # 0 und sin 260p # 0 folgt in
diesem Fall aus der ersten Gleichung von den Gleichungen aus 36 sofort, dass D = 0.

Zuletzt untersuchen wir, was passiert, wenn im Bereich x2 > 0 ein weiteres elastisches Material
angebracht wird. Anstelle einer freien Oberfliche haben wir dann fiir o < 0 das erste Medium
mit (A1, g1, p1) und den Geschwindigkeiten

i

(1)

und ¢,

sowie fiir 9 > 0 das zweite Medium mit (g, g2, p2) und den Geschwindigkeiten

(2) 2)

@) und ¢

Die Grenzflache bei x5 = 0 bleibt erhalten. Die Phasenstetigkeit entlang der Grenzflache erzwingt
die Gleichheit der tangentialen Komponente des Wellenvektors. Fiir Primérwellen P im Medium

je{1,2} gilt

sin QS) _sin 9%2)
Cgl) 652)

Fiir Sekundérwellen S im Medium j € {1, 2} gilt ebenso

sin Hél) _sin 9&2)
cgl) CgQ)

Eine einfallende Welle erzeugt nun sowohl reflektierte als auch transmittierte Primér- und Sekun-
déarwellen. Damit treten insgesamt vier unbekannte Amplituden auf. An der Grenzflache x5 = 0
gelten die Stetigkeitsbedingungen der Verschiebung u sowie der Komponenten o2 und o929 des
symmetrischen Spannungstensors:

u® — uf

(1) (2) (1) (2)
22

o)y =095 und o9y =0

)

auf zo = 0.

Im Allgemeinen ist D # 0, auch fiir 6y € {0,7/4}, da die zusétzliche Grenzfliche eine Kopplung
zwischen Dilatations- und Rotationswellen bewirkt.
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