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1 Teil 1: Nonlinear Shallow Water Waves

Voraussetzungen

e horizontale Wellenlédnge >> Wassertiefe

hydrostatischer Druck, p=p-g-(h—y)

e keine vertikale Beschleunigung

horizontale Fluidgeschwindigkeit ist unabhéngig von der Wassertiefe

Die Wasserhdhe zum Zeitpunkt ¢t = 0 sei konstant

Beispiel

Ein Tsunami, welcher ausgelost wird von einem Seebeben, hat Wellenldngen
im Bereich ~ 100 km. Die Wassertiefe ist im Ozean mit ~ 4 km zwar absolut
betrachtet hoch, aber im Verhéltnis zur Wellenlidnge klein!

Die Flachwassergleichungen

mit horizontaler Fluidgeschwindigkeit v und vertikaler Wassertiefe h lauten:
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Wir fiihren fiir die lokale Wellengeschwindigkeit die neue Variable ¢ = /gh
ein. Uns interessieren nur Losungen im Bereich A > 0, weswegen wir ¢ > 0

annehmen. Somit erhalten von der Kettenregel
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Einsetzen in (8.1) und (8.2) liefert
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Wegen ¢ > 0 bekommen wir
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Wie wir sehen gibt es zwei Familien von Charakteristiken C4, welche jeweils
die Steigung %Xi = u £ ¢ haben und die Riemann-Invarianten R+ = u + 2¢
transportieren. Wir rechnen nur die Cy nach: Sei X (¢) eine Kurve, betrachte
die Anderung von u + 2¢ entlang X (¢):
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Jetzt wollen wir uns in zwei Beispielen zwei Phinomene anschauen, welche bei
unseren hyperbolischen Gleichungen auftreten kénnen: ein Rarefaction-fan und
ein Schock.

Beispiel 1: Das Dam-break-problem

Wir betrachten ein halbunendliches Wasserbecken der Hohe hg, in < 0 in
Ruhe liegend, welches bei x = 0 von einem Damm zuriickgehalten wird. Was
passiert, wenn wir den Damm zum Zeitpunkt ¢ = 0 entfernen bzw. er bricht?
Wie entwickelt sich die Wasserhohe h in Abhéngigkeit von x und 7
Um dieses Problem zu 16sen, werden wir (8.1) und (8.2) mit den Anfangsbedin-
gungen

h(z,0) = hoH(—z),u(x,0) =0

0, firz <0 (1)
1, firz>1

wobei H(z) = {
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Abbildung 1: Setting des Dam-break-problem

losen. Wir starten damit die Riemann-Invarianten von Charakteristiken zu be-
stimmen die im ungestorten Anfangsgebiet starten. Es sei also t = 0 und = < 0:
Dann erhalten wir

Ry =u+£2/gh=0%£2y/ghy ==F2¢

Wenn wir uns jetzt beliebige Schnittpunkte (insbesondere in ¢t > 0) von sol-
chen Charakteristiken anschauen, kénnen wir Ry £ R_ berechnen und sehen,
dass in diesem Schnittgebiet u = 0, h = hg gelten muss. Diese Region hat die
Information des Dammbruchs also noch nicht mitbekommen! Fiir C1 folgt

gXi:uiﬁzoi\/ghozico

dt

Die Charakteristiken sind Geraden mit Steigung +c¢¢ und das Schnittgebiet muss
daher in x < —cpt liegen.

Was uns jetzt noch fehlt sind die C'y in © > —cpt, wir bemerken, dass die Cy mit
positiver Steigung in dieses Gebiet hineinlaufen und nehmen daher an, dass sie
diese Region komplett ausfiillen. Spéter wird sich zeigen, dass diese Annahme
gerechtfertigt war.

Wir mochten jetzt die C_ Charakteristiken in z > —c¢ot bestimmen und be-
trachten dazu wieder Schnittpunkte von C_ und Cj:

R+:U+2\/gh:260

R =u—-2/gh=K

mit einer Konstante K entlang C_. Wir erhalten daraus

u=Co+5
1 2cg— K
hz*( CO4 )27
g



Abbildung 2: Die Charakteristiken im noch ungestorten Gebiet

u und h sind also konstant entlang C'_ Charakteristiken und aus %X _ =u—+/gh
folgt, dass die C'_ wieder Geraden sind. Da fiir ¢ = 0 in & > 0 kein Wasser ist
folgern wir, dass die C_ alle im Ursprung starten:

X_(t) = (u—/ght

Wir wollen als nichstes argumentieren, dass durch jeden Punkt in —cot < x <
2¢ot eine C_ geht. Wir stellen zunéichst fest, dass wegen

d
Ry =u+2c=2c) = u=2c —2c= %X_(C) = 2cy — 3¢
4 X_ eine stetige Funktion in ¢ ist und ¢ € [0, co] (weil h € [0, ho]). Daher liegt
4X_in[4X_(0), £X_(co)] = [~co,2¢co] und alle Steigungen dieses Intervalls
werden angenommen. Es entsteht ein Féacher der C_ Charakteristiken bzw. ein
Rarefaction-fan!

Aus den C_ und der Riemann-Invariante der Cy erhalten wir somit

RN

t

u+2\/g>h:2co

Umstellen und gegenseitiges Einsetzen 16st dieses Gleichungssystem und gibt
uns die Losung im Rarefaction-fan:
ho T 9 2 x
h="p_ 2 =z = 8.6
2= TP+ ]) (36)
Die Wellenfront befindet sich bei z = 2c¢gt, denn h(2c¢ot,t) = 0, und keine
Charakteristik erreicht die Region x > 2¢pt. Die Information des Dammbruchs



breitet sich nach hinten mit nur der Halfte (—cp) der Geschwindigkeit der Wel-
lenfront (2¢o) nach vorne aus.

AbschlieSlend wollen wir noch die Cy Charakteristiken bestimmen und setzen
(8.6) in die Charakteristiksteigung von C ein:

d 2 X+ h() X+ 2 X+ Co X+

g =t Veh =gt =m) Hfog - o) = gleo+ =)+ 32— )
4 Xy
=300+ 3

Diese Differentialgleichung miissen wir 16sen, mit der Anfangsbedingung, dass
die C den linken Rand des Féchers zum Zeitpunkt t¢ erreichen:

X (tg) = —coto, to bestimmt durch — xg + cotg = —coto, o >0 (2)

Diese lineare DGL erster Ordnung hat die Losung

Wl
[

X (t) = 20t 3(%950) (eot)

Wir beobachten, dass fiir o << 0, X1 & 2¢ot was unsere Annahme vom Anfang
verifiziert.
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Abbildung 3: Die Charakteristiken des Dam-break-problem

Wir kennen jetzt die endgiiltige Losung des Dam-break-problem:

h=hg,u=0, fir x < —cgt
h="1e(2- %)Q,U =2(co+ %), fiir —cot <z < 2t

h=0,u=0, fiur z > 2¢yt
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Abbildung 4: Die Losung des Dam-break-problem

Wir bemerken abschlielend, dass in diesem Problem die gesamte Informati-
on nur von einer Charakteristikenfamile, den C_, transportiert wurde. So eine
Losung nennt man einfache Welle. Das einfachste Beispiel wire die Losung der
Transportgleichung, dort wird die Information (die Anfangsbedingung) von der
einzig existenten Charakteristikenfamilie transportiert. Mit Ry = u + 2¢ = 2¢g
iiberall, konnen wir « = 2¢y — 2¢ in (8.5) einsetzen. Der u + ... Fall ist 0 weil
%200 = %200 = 0 und fiir den u — ... Fall erhalten wir

0 0
&(200 —4e¢) + (2¢9 — 30)%(200 —4c) =0

dc 0
— 2 _— —
@at+(co 30)63: 0
Bzw. mit h > 0 folgt

Oh Oh
a + (200 —38)87 =0

x
oh oh
e + (2¢0 — 3\/gh)% =0

Hier kann man auch sofort erkennen dass nur C_ mit Geschwindigkeit %X _ =
2¢g — 3¢ = u — ¢ die Information transportieren, und weil h konstant entlang
dieser Charakteristik bleibt ist diese Geschwindigkeit konstant entlang C'_. Man
sieht also wieder, dass die C_ Geraden sind!

Beispiel 2: Das moving-wall-problem

Jetzt wollen wir uns ein Beispiel fiir einen Schock auf der Wasseroberfliche
anschauen. Betrachte dafiir wieder ein halbunendliches, ruhendes Wasserbecken
in x > 0. Es wird bei x = 0 von einer Wand zuriickgehalten, welche sich ab
t = 0 mit Geschwindigkeit V' in das Becken hineinbewegt. Wie verhilt sich die
Wasserhohe in z > Vit firt > 07



Wir miissen wieder (8.1) und (8.2) mit den Bedingungen

h(z,0) = hg, u(z,0) =0, fir >0
u=V,beiz=Vt

l6sen. Die Charakteristiken und zugehorigen Riemann-Invarianten bleiben die
gleichen, wir betrachten C, die bei t = 0 im Wasser (in z > 0) starten:

d
th+:u+\/gh:co

Solche, die (fiir t > 0) an der Wand = = V¢ starten erfiillen

d
%X+:u+\/gh:V+co>co.

Abbildung 5: Die C; im moving-wall-problem

Charakteristiken derselben Familie schneiden sich also unmittelbar nach ¢ >
0, wir behandeln diese Mehrdeutigkeit der Riemann-Invariante bzw. der Losung,
wie schon im 9. Vortrag gesehen, mit einer Unstetigkeitsstelle, einem Schock.
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Abbildung 6: Die Losung des moving-wall-problem



Um dies aber physikalisch sinnvoll zu tun (sog. shock-fitting) miissen wir die
Massen- und Impulserhaltung beriicksichtigen. Energieerhaltung kénnen wir an
einer Unstetigkeit nicht erwarten, wir werden vielmehr die Energiedissipation
dort bestimmen.

Massenerhaltung fiir shallow-water

Im Allgemeinen ist die Masse M in einem Volumen V' gegeben durch

M:///Vp(x,y,z,t)dV:///Vp(m,y,zj)dxdydz

Im Flachwasser sei der Boden bei z = b(z,y), die freie Wasseroberfliche bei
z = n(z,y,t). Die Wassertiefe ist also h(z,y,t) = n(z,y,t) — b(x,y)

n(z,y,t)
:M:// / plx,y,z,t)dz
A b(z,y)

Das Wasser sei inkompressibel, d.h. p = pg und wir sind im eindimensionalen
Fall, wéhlen also in y-Richtung die konstante Breite 1:

M=//po-(77—b)dxdy=// po - hdx dy
A A
o 1 o
:/ / pgoh(x,t)dmdy:/ phdx.
T 0 ]

Wir betrachten ein Intervall [z1, 23] in dem sich der Schock befinde, die Masse-
nerhaltungsgleichung lautet dann
d [*?

o phdx + [phu];> = 0. (8.7)

Fiir die Impulserhaltung bemerken wir, dass eine Anderung des Impulses der
Nettoimpulsfluss, plus die Druckkréifte welche am Rand auf das Volumen wirken,
ist:

d [*2 . h(z1) h(z2)

— [ phude = — [pu’h] +/ p(z1,y,t) dy —/ p(x2,y,t) dy
dt J, ! 0 0

Mit der Annahme des hydrostatischen Drucks, p = pg(h — y), folgt:

T2 T2

d 1
o phudz + {quh + 2pgh2} =0 (8.8)
T

Z1

Wir teilen die Dichte p aus (8.7) und (8.8) raus und gehen wie in Vortrag 9
vor, um die Schockgeschwindigkeit und Schockhthe herauszufinden: Wir teilen
das Integral von z; bis x5 auf in einen Teil vor dem Schock, x; bis s(t), und
einen Teil nach dem Schock, s(t) bis zs:



1. (8.7):
d [*2 d s(t) Z2
0=— hdz + [hul}? = —- / hdx—I—/ hdz | + [hu]}?
dt z1 dt z1 s(t)

— dz + $hy(s(t),t) + —; dx — 5h_(s(t),t) + [hul;?

Leibnizregel /S(t) oh T2 Oh
o O sty Ot

w1,ms—s(t) §(hye — ho) + [hu]; = 3 (W) + bl
= 5[ =)t (8.9)

2. (8.8): Die analoge Rechung fiithrt auf
1 +
$[ub]t = [th + 5ghQ] (8.10)

(8.9) und (8.10) sind die Rankine-Hugoniot-Bedingungen fiir die eindimensiona-
len Flachwassergleichungen. Speziell fiir unser Beispiel:

e hy = hy, die Wasserhthe beim bzw. hinter dem Schock

ou+=V
.h_=h0
e u_ =0

Abbildung 7: Unser Schocksetting

(8.9) wird damit zu

hi(V — 3) = —5hg (1)



(8.10) liefert:

1 1
shiV = V?hy + 5gh% — §gh%
1 1
=5h(V = §) + &%hy = (V — 3)%hy +2(V — §)éhy + 5%hy + 5gh% — 5ghg

1 1
(V= 8% + 8(V = §)h + 59T = S9hg
mit der ersten RH-Bed. (1) folgt :
-2 Lo w2 Lo
— (V-3) h1+§gh1=8 h0+§gh0 (2)

Wir haben jetzt zwei Gleichungen (1), (2) fiir zwei unbekannte §, h;. Wir

sehen in (1), dass § = ;2 und setzen es in (2) ein:
1—no

) ) 5 1 1
hi(V = 3)(V = §) — hos® + 5gh% = 5ghg

. : : 1
— §ho(V — 3) — hos* = ig(hg —h?)

<~
Vhi 1 .5 o,
= Vho e 2g(h0 hy)
2hoha V2 5,
— Ty —ho = g(hi — hg)
2hoh V2 9 hy
= =g(h1 — ho)*(h1 + ho), H := —
— by — ho g(h1 = ho)”(h1 + ho), ho
— 2HhV? = gh2(H — 1)? - ho(H + 1)
2HV?
= 4 =(H-1?2-(H+1), F,:= 4
gho Vgho
— (H-1)?* - (H+1)=2FH (3)

mit der Froude Zahl F,, welche das Verhéltnis zwischen Wandgeschwindigkeit
und Wellenausbreitungsgeschwindigkeit bzw. Gravitationskriften angibt. Da (3)
mehrere Losungen H besitzt muss man die physikalisch sinnvolle auswéhlen, ein
Plot beider Seiten zeigt Losungen H > 1 und H < 1 :

10
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Abbildung 8: Beide Seiten der Gleichung (3) mit F, = 1

In unserem Beispiel ist es sinnvoll die Losung H > 1 zu wéhlen, denn (1) gibt
§= %, und die Schockgeschwindigkeit sollte positiv sein! Im Allgemeinen ist
es der Fakt, dass Energie am Schock dissipiert, welcher die physikalisch sinnvolle
Losung aus (3) wahlt. Fiir unser Beispiel haben wir also die Schockkurve s(t)

gefunden:

t>Vt

Vhy
s(t) = -
Zudem koénnen wir in (3) beobachten, dass firr F, << 1, die Wand im Ver-
gleich zur Ausbreitungsgeschwindigkeit also langsam ins Wasser bewegt wird,
H ~ 1, bzw. hy = hg. Der Schockhohe ist also nicht sehr grof}, was intuitiv
Sinn ergibt. Umgekehrt folgt fiir eine ,,schnelle Wand F,. >> 1, H >> 1, die
Schockhohe ist also grof.

Energidissipation

Zum Schluss wollen wir uns noch die Energiedissipation L am Schock, fiir unser
moving-wall-problem, anschauen. Die Energiedichte im Wasser setzt sich zu-
sammen aus kinetischer und hydrostatisch potenzieller Energie: % phu? + % pgh?.
Betrachten wir jetzt ein Lingenstiick des Wassers, in dem sich ein Schock befin-
det, ist die Anderung der Energie darin gegeben durch den Nettofluss derselben
plus die Arbeit der hydrostatischen Kréfte an den Réndern des Stiicks minus

11



die Energiedissipation L(t):

d [*1 1 1 1
- Zphu® + Zpgh? dz = — | = phu® + = pgh?
i/, 3 + 5 pgh” de {qu + 5pghtu

Z2

)

h(z1) h(z2)
+ / plar, v, ular, y, £ dy — / p(way, Oyules,y,t) dy — L
0 0

Mit hydrostatischem Druck p = pg(h — y) folgt wieder:

d (1 5, 1 1 . )
T iphu +§pgh dr + iphu +pgh*u| +L=0
T

Z2

1

Dieselbe Vorgehensweise wie bei (8.7) und (8.8) fithrt zu

1 1 N 1 N
L(t)y=34 {Qphu2 + nghﬂ — {Qphu?’ + nghQu}

Setzen wir erneut uy = V,u_ = 0,hy = hy,h_ = hg ein und gruppieren nach
hi1 und hg:

1, 1 o1 1.
L(t) = hlﬂ(§5V2 + 59’118 - §V3 —higV) + Pho(—§sgho)

mit V = (V — §) + § fahren wir fort:

_ Lo 2,2 oyt Lo 1o g
—hlp(2s(V 5)° 457V s)+23 +29h18 2(V 3)
1
fs(v - §52(V —8)— =8 —hig(V —3) - hlg.§>
2 2 2
1.
+ pho(=589ho)
1 N3 . -\ 2 1 .2 . 1 .
=hip fi(V—s) —$(V —39) Jr(fis —hig) - (V—=3§) — 59}115
1.
+ pho(=589ho)
1 1
=—p (2h1(v — 83+ (V — §)ght — §$3h0 + hi3(V — §)?
1 o1 .
+§gh%s+ QQh%S)
1 3 . 2 1 .3 .3 1. 2
=—p ghl(V =52+ (V = 3$)ghi — 25 ho + $°ho + isgh0
1.

Wobei wir in den letzten beiden Schritten jeweils (1) und (2) verwendet haben.
Final erhalten wir:

1 1
L=—p (2(V —8)%h + (V — §)ghi + §é3h0 + s'ghg)

12



Bemerkung

Im Buch erhilt besitzt L ein positives Vorzeichen, also L = p (3(V — §)3hy + (V — §)gh? + 53ho + 5gh}).
Es ist aber eine reine Definitionssache wie man die Schockrichtung bzw. die

Klammer [...]" festlegt. Wir haben uns fiir diese in Abbildung (7) entschieden,

mit welchem die Energiedissipation ein negatives Vorzeichen hat.

(1) und (3) und weitere lingliche Umformungen liefern schlieflich

1 (hy—ho)?
[ = ——pgs~—r "0/
4,095 I

Wir erkennen, dass an einem starken Schock, charakterisiert durch eine grofie
Schockhohe bzw. grofles H, (kubisch) mehr Energie dissipiert, als bei einem
schwécheren.

2 The Effect of Nonlinearity on Deep Water Gra-
vity Waves: Stokes Expansion

2.1 Einleitung

Die lineare Theorie von Wasserwellen basiert auf der Annahme kleiner Ampli-
tuden im Vergleich zur Wellenlédnge. Fiir reale Wasserwellen ist diese Annahme
jedoch nur ndherungsweise erfiillt. Eine schwache Nichtlinearitét fithrt zu einer
Anderung der Wellenform und der Ausbreitungsgeschwindigkeit. Diese Effekte
werden durch die Stokes-Expansion beschrieben.

Wir betrachten eine zweidimensionale, periodische Welle auf einer inkom-
pressiblen, reibungsfreien Fliissigkeit mit unendlicher Tiefe. Die Stréomung wird
als rotationsfrei angenommen, sodass ein Geschwindigkeitspotential ¢ existiert:

u=Vo.
Damit folgt aus der Inkompressibilitidt die Laplace-Gleichung

V2 = 0. (8.11)
Die freie Oberfldche sei durch

y =n(z,t)
gegeben. Auf dieser Oberfliche gelten die kinematische und dynamische

Randbedingung.
Die kinematische Bedingung lautet
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N+ PaNe = Py, (8.12)

withrend aus der Bernoulli-Gleichung die dynamische Bedingung folgt:

Dot 3 (6462 +an=0. (313)

Fiir kleine Amplituden kénnen die nichtlinearen Terme vernachlissigt wer-
den. Bis hierher haben wir alles schon in Kapitel 4 kennengelernt, jetzt méchten
wir aber die Nichtlinearitét nicht weiter vernachléssigen und betrachten deshalb
asymptotische Entwicklungen der Groéflen in Potenzen des kleinen Parameters
€. Wir transformieren unser Koordinatensystem so, dass es mit der Welle mit
Geschwindigkeit ¢ in z-Richtung mitlduft und werden so die Zeitableitung von
¢ los. Die vertikale Achse wihlen wir so, dass die freie Wasseroberfldche, bei
ruhendem Wasser, bei y = 0 ist.

2.2 Storungsentwicklung
Die kleine Grofle der Nichtlinearitidt wird durch die dimensionslose Steilheit

H
€= —

A
charakterisiert, wobei H die Wellenhshe (doppelte Amplitude), und A die
Wellenldnge ist. Fiir vom Wind erzeugte Wellen ist € ~ 0.05. Falls es stiirmt,
ist € &~ 0.13. Unser Ansatz hilt stand bis etwa ¢ ~ 0.14, dann ist eine rotati-
onsfreie Stromung nicht mehr wahrscheinlich. Wir betrachten also nur schwache
Nichtlinearitdt. Wir entdimensionalisieren die Variablen wie folgt:

z ]
A cH’ H’
Mit diesen Grofen transformiert sich das nichtlineare Randwertproblem (8.11),
(8.12), (8.13), welches wir schon im Vortrag iiber lineare Wasserwellen gesehen

haben, zu:

T = =

Y o
y—/\7¢

V2p =0, fiiry<eq (8.14)

%6 (§2+¢2)+ Kij= B, beiy = el (8.15)
Gy = €dzilz, beiy = eq (8.16)

b~ %, fiir § — —oo, (8.17)

weil wir im bewegten KOS sind
mit K = % und der Bernoulli-Konstante B, welche die Energie im Fluid re-

prasentiert. Die Losung muss periodisch mit Periode eins sein, wegen Entdi-
mensionalisierung, und die Definition der Wellenhohe als Differenz zwischen

14



Wellenberg und Wellental liefert

7(0) —7(5) = 1

wenn wir den Ursprung des Koordinatensystems in das Wellental legen. Die
fithrende Ordnung des entdimensionalisierten Geschwindigkeitspotenzials ¢ muss

2 sein, denn im bewegten KOS gilt ¢ ~ cx (= b= % ~ = % =2). Aus

(8.15) folgt, dass B ~ o=, denn K7 ~ 1
Wir lassen der Einfachheit wegen die Striche weg und entwickeln die unbe-
kannten Groflen deshalb wie folgt asymptotisch:

¢:§+¢o+e¢1+8¢2+0 el

(€?)
=10+ em + € ny + O(e?)

B:%+Bo+eBl+O(eQ)
K = Ky +eK; + €Ky + O(e?)

Die Entwicklung wird in die Randbedingungen eingesetzt und nach Potenzen
von € geordnet:

2.3 Fiihrende Ordnung: lineare Losung
1. (8.14):

0=v2 :vQ(f + ¢o + epr + 22 + O(e%))
=V2¢o + V3 + ... ,

y < en=e(no+en +O0(e) =0+ O(e)
In fithrender Ordnung gilt also V2¢q = 0 fiir y < 0

15



2. (8.15):

1
502+ 67) + Kn=B

= %6 ((a(’;(f + ¢o + €d1 + €¢2 + O(€%)))* + (%(% + o + €d1 + €2 + 0(63)))2)
1

% + By +€B1 + 0(62)

+ (Ko + €K1 + €Kz + O(€%)) - (10 + em1 + €n2 + O(€%))

= e ((1 + Gos + €b1a + bz + () + (doy + €1y + oy + O(es))Q)

1
+ (Ko + €K1 4+ €Ky + O(€®)) - (o + em + €22 + O(e®)) = i—i—BO—i—eBl—i—O(eQ)
1 (1 2 , 1
— €|l 5+ -t Pt +P5,+... | T Koo+ =—-+Bo+...
2 \e € v 2¢

= o4 b0 +0() + Kom +0(6) = -+ Bo+ 0(0)

< ¢oz + Koo + O(€) = Bo + O(e)

In fithrender Ordnung gilt also ¢, + Kong = By bei y = 0.
3. (8.16):

1
Boy + €P1y + Edoy + O(?) =€ (e + Gox + €P1 + P2y + 0(63)) (0w + €nia + 120 + O(e%))
<~ ¢Oy + 0(6) = Noz + O(E)
In fithrender Ordnung gilt also ¢g, = 10, bei y = 0.
4. (8.17):
x
o~ 2
€
x 9 3 X
=t dotedrt g+ O0() ~ -
= ¢p +ep1 + 2Pa + O(e*) ~ 0

Es gilt also ¢g — 0 fiir y — —o0.

Zusammenfassend:
V3¢ =0, fiiry <0 (8.18)
¢oz + Kono = Bo, beiy =0 (8.19)
®oy = Moz, beiy =0 (8.20)
¢ — 0, fir y —» —oc0
1
1n0(0) — 770(5) =-1 (8.21)
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Eine harmonische Losung von (8.18) mit Periode eins, welche fiir y — —oo gegen
0 geht lautet
¢o = Ae*™ sin 27z

(8.19) und (8.20) liefern

Goxzz + Konoz =0
<= Pogz + Kooy =0
= —4n?Ae*™ sin 2nx + Ko2m Ae*™ sin 27z = 0
= Kg=2m

(8.20) gibt wiederum

Nox = 2w A sin 27z
= ng=—Acos2nzr + C

Mit (8.19) erhéilt man dann C = £2. (8.21) liefert A = 1.
Zusammengefasst:

1 B 1
¢o = 562’”’ sin 27wz, ny = 2—; ~3 cos22nx, Ko =2m

Das ist einfach unsere linearisierte Losung aus Kapitel 4!

2.4 Erste Ordnung der Stokes-Entwicklung

Zur Bestimmung der ersten nichtlinearen Korrektur werden die asymptotischen
Entwicklungen fiir das Geschwindigkeitspotential @, die freie Oberfldche 1 sowie
die Konstanten K und B wieder in die Randbedingungen eingesetzt. Da diese
Randbedingungen auf der freien Oberfliche

y = en(z)

gelten, miissen sie zunéchst mithilfe einer Taylorentwicklung um die feste
Ebene y = 0 entwickelt werden. Dadurch werden sémtliche Randbedingungen
auf die feste Referenzfliche y = 0 zuriickgefiihrt, wodurch sich das Randwert-
problem wesentlich einfacher 16sen lasst.

Nach Einsetzen der Entwicklungen und Sortieren nach Potenzen von e erhélt
man das Randwertproblem erster Ordnung. Dabei treten Terme mit der Grund-
frequenz sin(27z) bzw. cos(2mz) auf. Diese wiirden zu sogenannten sdkularen
Termen fiithren, welche mit der Ortskoordinate wachsen und damit die Giiltigkeit
der asymptotischen Entwicklung verletzen wiirden. Um diese Resonanzeffekte zu
vermeiden, werden die Konstanten so gewéhlt, dass die entsprechenden Terme
verschwinden. Daraus folgt

By=0, K;=0.

Als Losung der ersten Ordnung erhilt man damit
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d; =0
sowie die Korrektur der freien Oberfliche

B 0
m = 2—711_ + 1 cos(4mx).

2.5 Zweite Ordnung und Korrektur der Wellengeschwin-
digkeit

Eine vollstéindige Berechnung der zweiten Ordnung ist nicht erforderlich. Statt-
dessen wird erneut die Bedingung verwendet, dass keine séikularen Terme auf-
treten diirfen. Aus den Randbedingungen zweiter Ordnung lassen sich dadurch
unmittelbar die noch unbekannten Konstanten bestimmen:

5 o

K2:—27T3, Blz—gﬂ .

Damit ergibt sich die Stokes-Entwicklung bis zur ersten nichtlinearen Kor-
rektur zu

1
p="_ 562’”/ sin(27x) + O(€?),
€
1 s 51 9
n = =cos(2rx) + ¢ | — cos(drz) — — | + O(€?), (8.22)
2 4 16
sowie
2
1 )
-1 _ 967)\ = o (1 + 7T262) + 0(63).

Die Stokes-Entwicklung liefert damit die erste nichtlineare Korrektur der
linearen Wellentheorie. Insbesondere zeigt sich, dass sich Wellen endlicher Am-
plitude mit einer etwas groferen Geschwindigkeit ausbreiten als von der linea-
ren Theorie vorhergesagt. Auflerdem enthélt die freie Oberfliche zusétzlich zur
Grundwelle eine zweite Harmonische. Dadurch werden die Wellenberge steiler
und die Wellentéler flacher — ein charakteristisches Merkmal von Stokes-Wellen.
Die Bahnkurven der Fluidteilchen sind aulerdem nicht geschlossen, was einen
schwachen Massetransport bzw. Drift impliziert.
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Abbildung 9: Die schwach nichtlineare Losung (8.22) fiir verschiedene e
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